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ALGEBRA LINEAL

Practica N°9: Espacios vectoriales con producto interno

En esta préctica, todos los espacios vectoriales seran sobre IR o sobre C tinicamente.
Notacién: Sea A € C™*™. A* € C™*™ denota la matriz transpuesta conjugada de A cuyos

coeficientes satisfacen (4*);; = Aj;.

Ejercicio 1. Sea V un espacio vectorial y sea (,) un producto interno sobre V. Probar:

i) (z,y+2) =(z,y) + (z,2)
i) (z, cy) =c.{(z,y)

i) (z,y) =(z,z2) Ve eV = y==z

Ejercicio 2. Sea (V, (, )) un espacio vectorial con producto interno.
Probar que [(z,y)| = ||z]|.||y|| si y sblo si {z,y} es un conjunto linealmente dependiente.

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial. Demostrar que la suma de dos productos internos
sobre V' es un producto interno sobre V.

Ejercicio 4. Sea V un espacio vectorial con producto interno. Se define la distancia entre dos
vectores x,y € V como d(z,y) = ||z — y||. Demostrar que:

Ejercicio 5. Determinar si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso
afirmativo encontrar su matriz en la base canénica del espacio correspondiente.

i) ®:R?x R? — R;
O(z,y) = 2.x1.y1 + 3.22.y1 — T2.Y2 + 3.71.Y2
ii) @ : R? x R? — IR;
O(z,y) = x1.y1 + x2.y1 + 2.22.y2 — 3.21.Y2
iii) ®: K? x K? — K;
O(z,y) = 2.11.91 + T2.y2 — T1.y2 — X241, con K =Ry K =C
iv) ®:C? x €2 - C;
O(x,y) = 2.21.9; + T2.Yy — T1.Yy — T2.7;
v) @:C? x 2 - ¢
O(x,y) =2.21.79; + (1 +0).21.95 + (1 +0).22.7; + 3.22.75



vi) @: €2 x % —
O(z,y) = 21.7) — i.2175 + 1.227) + 2229,
vii) @ : K3 x K3 — K;
O(x,y) =2.21.9) + ©3.Y3 —21.Y3 —23.7; ,con K =Ry K =C
viii) @ : K3 x K3 — K;
O(x,y) = 3.21.7; + 2.9 + 2.22.Ys + £1.Yg + 23.73, con K =Ry K =C
Ejercicio 6.
i) Sea @ : IR? x IR? — IR definida por
O(z,y) = x1.y1 — 2.21.y2 — 2.x2.y1 + 6.22.92
a) Probar que ® es un producto interno.
b) Encontrar una base de IR? que sea ortonormal para ®.

ii) Encontrar una base de €2 que sea ortonormal para el producto interno definido en el
Ejercicio 1. vi).

Ejercicio 7. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea B = {vy,...,v,} una base de V.
i) Probar que existe un tnico producto interno en V' para el cual B resulta ortonormal.
ii) Hallarlo en los casos

) V= ]R2 y B = {(17 1)7 (27 _1)}

) V= CQ y B = {(17i)’ (_17i)}

Yy V=R}y B={(1,-1,1),(1,1,0),(0,1,1)}
d) V=0yB=1{(1,i,1),(0,0,1),(0,1,4)}

a
b

e}

Ejercicio 8. Sea A € IR**2. Sea ® : IR? x IR?> — IR definida por
d(x,y) =y. Az’
Probar que ® es un producto interno sobre IR? si y sélo si A = A?, Aj; > 0y det(A) > 0.
Ejercicio 9. Determinar para qué valores de a y b en IR es
O(x,y) = a.x1.y1 + b.x1.y2 + b.xo.ys + b.xo.ys + (1 + b).x3.y3
un producto interno en IR3.

Ejercicio 10. Probar que las siguientes funciones definen productos internos sobre los espacios
vectoriales considerados:

i) () K™ x K™ K
(A,B) =tr(A.B*),con K =Ry K =C
i) (,): C0,1] x C[0,1] = R (f,9) = [y f(2).g(x)dw
iii) (,): K" x K" - K (z,y) =7.Q*.Q.z'

donde @ € K™ ™ es una matriz inversible, con K =Ry K = C



iv) ()p:VxV =K (z,9), = (T(z),T(y))

donde V'y W son espacios vectoriales sobre K, (,) es un producto interno sobre
Wy T:V — W es un monomorfismo, con K =Ry K =C

Ejercicio 11. Restringir el producto interno del item ii) del ejercicio anterior a IR, [X] y calcular
su matriz en la base B = {1, X,..., X"}

Ejercicio 12. Hallar el complemento ortogonal de los siguientes subespacios de V:

i) V:IR3, S :{(l'l,l'g,l’g) GIRS/Q.l’l—iL'QZO}
para el producto interno candnico.
ii) V=R3?, S=<(1,2,1)>
a) Para el producto interno canénico.
b) Para el producto interno definido por
(z,y) = 2191 + 2.02.y2 + T3.Y3 — T1.Y2 — T2.Y1-
iii) V=03, S3=<(i,1,1),(—1,0,7) >
a) Para el producto interno (, ), definido en el ejercicio 10. iv) con
t =1+ 0
T:C — ¢ T(z)=1]1 i 0.2t
I a+1
b) Para (,) el producto interno canénico sobre €3

. 1+ 2t.x9s —x3+ (14+17).x4 =0
lV) V:®47 S4:{(x1,x2,$3,m4)6634/ {$;+(2—2l)$33+5[54:0) ! }

para el producto interno (x,y) = 1.7y + 2.22.Y + 3.Y3 + 3.24.74.
v) V=R*  S5=<(1,1,0,-1),(~1,1,1,0),(2,—1,1,1) >
para el producto interno candénico.

Ejercicio 13.

i) Hallar bases ortonormales para los subespacios del ejercicio anterior para cada uno de los
productos internos considerados.

ii) Definir explicitamente las proyecciones ortogonales sobre cada uno de dichos subespacios.
iii) Hallar el punto de S5 mas cercano a (0, 1,1,0).

Ejercicio 14. Sean S;, Sy y S3 los subespacios de IR*

e — 142, 2.x3 =
r1—29=0 921 + 224 = 0 S3 { r1+ 22+ 2.23=0

1+ a9 —2.23 =0 _
.CCQ—(/U4:0

Encontrar una base ortonormal {v1,vs,v3,v4} de IR* tal que v; € S; (i = 1,2,3).
., Por qué este problema tiene solucién?



Ejercicio 15. Se define (,) : IR,,[X] x IR,,[X] — IR como

(=3 150l

k=0
i) Probar que (,) es un producto interno.

ii) Para n = 2, calcular < X >*.

Ejercicio 16.

i) Se considera C™*" con el producto interno (A, B) = tr(A.B*). Hallar el complemento
ortogonal del subespacio de las matrices diagonales.

ii) Se considera IR3[X] con el producto interno (f, g) = j}l f(z).g(x)dx. Aplicar el proceso de
Gram-Schmidt a la base {1, X, X2, X3}. Hallar el complemento ortogonal del subespacio
S=<1>.

iii) Se considera C[—1, 1] con el producto interno (f, g) = f_ll f(x).g(x)dx. Hallar el polinomio
de grado menor o igual que 3 més préximo a la funcién f(z) = sen(nz).

3

Sugerencia: Observar que basta considerar el subespacio S =< 1,z, 2%, 23, sen(mx) >.

iv) Se considera C[0, ] con el producto interno (f,g) = [; f(t).g(t)dt.

a) Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base B = {1, cos t,sen t}.

b) Sea S el subespacio de C|0, 7] generado por B. Hallar el elemento de S mas préximo
a la funcién f(z) = x.

Ejercicio 17. Sea V un espacio vectorial con producto interno (,). Sea W C V un subespacio
de dimensién finita de V. Probar que si z ¢ W, entonces existe y € V tal que y € W+ y

(z,y) # 0.

Variedades lineales en espacios euclideos
Ejercicio 18. Sea P : R? — IR? la proyeccién ortogonal, para el producto interno canénico,
sobre el subespacio S = {(z1, 72, 23) € R?/2.27 — 23 = 0}.

i) Encontrar una recta L C IR? tal que P(L) = (1,2,1). ;Es tnica?

2.%1 — Ty = 0

ii) Encontrar una recta L; C IR3 tal que P(L;) = Ly siendo Lo : {331 23— 0

. Es tnica?

Ejercicio 19. Sean A = (1,1,2) y B = (2,0,2). Sea II = {(x1,22,73) € R3 /21 + 25 = 2}.
Hallar C' € II tal que A, B y C formen un tridngulo equildtero. ;La solucién es tinica?



Definicién: un paralelogramo es un cuadrilitero tal que sus lados opuestos son
paralelos.

Ejercicio 20.

i) Probar que si el cuadrilatero dado en IR? por los puntos (0,0) , (a,b) , (¢,d) y (e,0) es un
paralelogramo, el punto de interseccién de sus diagonales es el punto medio de cada una
de ellas.

ii) Bajo las mismas hipétesis de i), probar que si las diagonales son perpendiculares, los cuatro
lados son iguales.

Ejercicio 21. Sean A;, Ay y Az en IR? tres puntos no alineados y sea S el conjunto
S ={recR?®/d(z, A;) = d(z, A3) = d(x, A3)}
i) Probar que S es una recta ortogonal al plano que contiene a Aj, Ay y As.
ii) Calcular S para A; = (1,—1,0) , A2 = (0,1,1) y A3 = (1,1, 2).
Ejercicio 22. Hallar en IR" el complemento ortogonal a M que pasa por A, la proyeccién
ortogonal de A sobre M y d(A, M) en los siguientes casos:

Hhn=2 , M:z1—22=2 , A=(2,3).
3.x1+x3=1

i) n=3 , M:{xl_m:_1 , A=(1,0,0).
. ) T —To+a3=1 . B
i) n=4 , M: {Q.xl 3 =2 , A=(0,2,0,—1).

Ejercicio 23. Dado en IR? el tridngulo de vértices A = (2,-3) , B = (8,5) y C = (14,11),
hallar la longitud de la altura que pasa por el vértice A.

Ejercicio 24. Se consideran en IR? los puntos O = (0,0), P = (a,b) y Q = (c,d). Dichos
puntos forman un tridngulo isésceles con base PQ. Probar que la altura correspondiente a la
base corta a ésta en su punto medio.

Ejercicio 25. Sean en IR? los puntos A; = (1, —1,0) y A2 = (1,1,1). Encontrar tres hiperplanos
H tales que d(A1, H) = d(As, H).

Ejercicio 26.
i) Calcular el dngulo entre las rectas de IR?
Li:x1—20=1 y Lo:x1+ 20 =23.

ii) Hallar una recta L3 tal que Ang (L1, Ls) = Ang(Ls, L3 LiNLy € Ls.
) q g (L1, g (L2, L3) y

Ejercicio 27. Sea L C IR3 la recta L =< (1,—1,1) > + (2,1,0). Encontrar un plano P C R?
tal que (2,1,0) € Py Ang(L,P) = 7}.



Ejercicio 28. Sean M; y My variedades lineales de IR"™, A € My, B € My y Si, Sy los
subespacios de IR™ asociados a M7 y a My. Si S =51 + S5 probar

i) SiA-B=v+uconvecSyuc S, entonces u no depende de la eleccién de A € M; ni
de la eleccién de B € Ms.

ii) Size M ey e My, entonces d(z,y) > u ||

iii) En la situacién de i), sea v = vi+vg convy € Sy vy € Sa. SiP = A+(—v1)y Q = B+wa,
entonces P € M, Q € My y d(z,y) > d(P,Q) =. Luego || u ||= d(M1, M>).

Ejercicio 29. Hallar la distancia entre M; y My en los siguientes casos:

i) M1 = {(.%'1,.%2,.%3) c ]R3/331 —2.29 + x3 = 1}
:{(x T, 3)€]R3/a;1—2.372+w3:3}
) Z{(.%' T2, 3) ]R3/$1+$2=1,$1—x3=0}

{(.%'1,.%2,.%3) ]R3/331+$2+.’L'3:0,1'3:1}

i) My =< (1,-1,0),(2,1,1) > +(1,0,0)
M, = {(3,0,1)}

iV) M, = {(x1,$2,x3,x4) G]R4/.1‘1 —To+ax3=—2; 29 —2.74 :2}
MQZ{(.’IJl,.fQ,.Tg,H?zL) G]R4/$1+$2+.%'3=0;3?2—2..%'4:—8; x1—$2+$4=5}

Ejercicio 30. Utilizando el ejercicio 28, demostrar que si My y My son variedades lineales de
IR™ con dim M; < dim My y M, || Ma, entonces d(M;, Ma) = d(P, M2) para todo P € M.

Ejercicio 31. Sea en IR? la recta L que pasa por los puntos (2,—1) y (5,3). Determinar una
recta L' || L tal que d(L, L) = 2.

Ejercicio 32. Sean en IR? la recta L =< (1,1,2) > y el punto P = (1,0, —2). Encontrar un
plano H ortogonal a L tal que d(P, H) = v/6.

Ejercicio 33. Sean en R? la recta L =< (1,2,—2) > +(0,2,0) y el punto P = (1,2,2).
Encontrar ecuaciones implicitas de una recta L’ ortogonal a L tal que d(P,L') =3y LNL' = .
. Es tinica?

Ejercicio 34. Sean P = {(x1,22,73) € R3 /2.2y — 29 + 23 =1} y P, = (1,1,1)+
+ < (0,1,1),(1,0,—2) >. Hallar un plano H tal que P, | H (i=1,2)y d(P,H) = d(P, H).

Ejercicio 35. Sea L =< (3,0,—4) > +(1,—1,0). Encontrar una recta L’ alabeada con L, tal
que d(L, L") = 2.



