ANALISIS 1

Practica b

1. Dado z € R™ se define ||z|| = />, x?

=11

(a) Pruebe que para todo z € R" se verifican las siguientes desigual-
dades:

Loz <|lz|| Yi=1,..,n
i, ||z]> <n-(max {|z;] i =1,..,n})"
iii. max |z;| < ||z|| < /nmax |z;].
Describa geométricamente esta doble desiguadad.

(b) Usando a) concluya que:
{z e R": Vnmax|z;| <r} C{z e R": ||z|| <r} C {z € R" : max |z;| <r}

(c) Pruebe que son equivalentes para A C R™ :

i. A es abierto.
. Vy e A,Ir > 0/{z € R" i max|x; —y;| <r} C A

(a) Pruebe que los siguientes subconjuntos de R? son abiertos
. A={(r,y) eR*: 1 <2*+¢y* < T}
ii. B={(z,y) eR*: 22 +y > 1}
iii. C={(z,y) ER*:2#£06y+#0}

(b) Dé un ejemplo de un conjunto en R3 que no sea ni abierto ni
cerrado.

3. Para cada uno de los siguientes conjuntos A C R3, calcule F'r(A), A,
A—Ay A—Fr(A):

(a) A={(z,y,2) eR’:2® +¢* + 2% < 1}
b) A={(z,y,2) eR3: 2> +y? —2< 1y 2z <2}
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(c) A={(z,y,2) eR*:2? +y* —z2<lyz*+y*+ (2 + 1)) < 1}
(d) A={(z,y,2) eR3: 2> + 2 <1y x> +y* <1/2}

4. Determine cuéles de los siguientes subconjuntos de R? son cerrados y
acotados:

)
) y)
(c) Kg_{(a:,y)eRQ r>0ey >0}
) K 1):neN}
) yYWeR*:0<z<ley=0}

5. En cada caso encuentre una sucesion de puntos de A tal que ninguna
subsucesiéon converja a un punto de A:

(a) A= Bi(0) C R?
(b) A={(z,y) eR?*:2>0ey >0}

6. Dé el dominio de definicién para cada una de las siguientes funciones
y grafiquelo:

(a) f(z,y) =n{(16 —2° —y?) (z* + ¢y* — 4)}
(b) f(z,y) = /6 — (22 + 3y)

(c) flz,y) =3

(d) f(z,y) =av

(0) flo,y) = =5+ Vy -2

() flz,y) = iyt

(8) flx,y) = [! gdt

() fla,y) = =2

. sin(x2
(1) f(xvy) = 1n(1(_xy2))

7. Encuentre las curvas de nivel de las siguientes funciones:
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Estudie las superficies de R? representadas por las siguientes ecuaciones
y diga cudles de estas superficies son la grafica de una funciéon z =

fz,y)
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(b) 22 =1—2a? %
(c Z:xQ—lwﬂ

(d) 3x +2y — 2z =
e) z=a%y*+1

(a) Usando solo la definicién de limite demuestre que:

1. lim(xjy)_)(lyo) r+y=1
ii. lim(m’y)_%_Lg) xr-y= —8



(b) Para cada & = 1,& = 1/100, ¢ = a? encuentre § > 0 tal que
[(z,y) = (=L8)| <=z -y+8 <e

11. Pruebe que:

. 2 T—x
lim(p ) (0.3) Lot = &

—

im (g y)—(0,3) sin(x - cosy) = 0

J—

sin(z2
Iz y)—(c,0) xg(fyg) =0conc#0

—

Mg —(0,1) ye* =1
12.
(a) Sea f: B.(a,b) — R tal que lim, y)—(ap) f(2,y) = 0. Pruebe que:

SO @)

=1
(@y)—@b)  f(x,y)

(b) Sea f : B,(a,b) — R tal que limg ) —(ap) f(2,y) = +00. Pruebe
que:

(c) Calcule:

-7 sin(22442)
L 11m(.1’,y)—>(0,0) x2+y2

ii. lim(z’y)_&o’g) —Sin;xy)
il limz )—(0,0) (2% + %) In(2? 4 3?)
13. Analice la existencia de los limites restringido a los ejes coordenados y
del limite doble de las siguientes funciones en el origen:

() Ja,y) = 52
(b) f(a,y) = 2




(©) f(2,9) = mip
(d) flzy) = e
(e) flx,y) = laf!
(£) fla,y) = 2ol tv)
(8) flz,y) =2ty
() fla,y) = (@ +4)""
(i) fla,y) = ottt
() flay)=1+1
(&) flr.y) = 2
) fly) = e
(m) f(z,y) =xsin(}) + ysin(})
() f(z,y) =sin(2)
(0) fl,y) = 5t

14. Demuestre que las siguientes funciones tienden a cero si (z,y) se aprox-
ima al origen a lo largo de cualquier recta, pero para ninguna de ellas
existe el limite cuando (x,y) — (0,0)

15. Estudie la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indica-

dos
@ fen={ T TUTO0 a0y 00
(b) f(z,y) = { |y|z (11+ )Y (xay)(f’ ;?:2)(%’)%)> —1 en (1,0)



16.

17.

18.

19.

(¢) f(x,y) =sin(xcosy) en (1,1) y (0,2)
@ fa)={ TV A e 00y ()
© fe={ 5 0 w0y 12

Dada la funcién f(z,y) =z -y - sin (1) sin <;>

(a) Calcular su dominio

(b) Definirla si es posible en R?\ Dom( f) de modo que resulte continua
en todo R?.

Encuentre los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) = (2" +¢?)
(b) f(z,y) = ==
(c) flz.y) =yl
(d) f(z,y) = 2w
(e) fla,y) = %%
2 (x, 0,0
@) sy ={ 7 0D

Demuestre que la funcién

2xy

flz,y) :{ S

es continua respecto de cada una de las variables por separado pero no
lo es como funciéon de ambas.

Estudie la continuidad de las siguientes funciones:




20. Sea f: {(x,y)/z # 0} — R definida por

x? sin(xze¥
y_ (ze)
Va?+y? 2r

Calcule lim, 404 f(2,y), donde b es cualquier nimero real.

[, y) =

21.

(a) Sea f: Bi(0) C R*> — R dada por f(z,y) = m Pruebe que
f es continua y no es acotada.

(b) Sea g : B;(0) C R? — R dada por g(z,y) = ||(z,y)||. Pruebe que
g es continua y acotada pero no alcanza su maximo en By (0).

22. Sea f(z,y) = sin(a?y)

T In(1-z2)

(a) Encuentre el dominio D de f y grafiquelo.
(b) Dado q = (q1,¢2) € Fr(D). Existe lim ) —(g,,q0) f (2, 9)?



