ANALISIS 1

Practica 6

1. Calcule las derivadas parciales de las siguientes funciones:

(a) flz,y) ="+ 22y +y’r — 1
(b) flz,y,2) =ye" + 2
(c) flw,y) =a?sin*(y)
(d) f(z,y) =sinx
(e) f(x,y,z2) = z(cos(zy) + In(x® + y* + 1))
(f) f(x,y) = ze
(8) fla,y) = [, emtdt
() fla,y) = [7T ctat
(i) f(z,y) = arctan
2. Calcule

(a) %(2, 1) para f(z,y) = /2y + %

(b) 2£(1,1,1) para f(z,y,2) = Va2 + 22 + In(y)

(c) 5£(0,0),55(0,0), (1, 1) y a_f(1,1)>paraf(x,y):{ 7z S (@)

3. Sean las funciones

_ [ e st (zy)
fl(x’m_{ 6 si (z,9)

fo(z,y) = |z + y|
Folay) = { (22 4 42) sin < e

0 si (z,9) = (0,0)
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Demuestre que en el origen



(a) fi1 es discontinua aunque existen las derivadas parciales.
(b) f2 no admite derivadas parciales pero es continua.
(c) f3 es diferenciable pero sus derivadas parciales son discontinuas.

4. Estudie la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferencia-
bilidad de las siguientes funciones en el origen:

(&) f(2,y,2) = V/]ryz]

B a:sm(4arctan( )) si x#0
(b) fla _{ 0 si x=0
ji;gi si <x,y>7é<0,0>
i (z,y) = (0,0)
{ _;’;iy —x;+y2) si (x,y) # (0,0
st (z,y) = (0,0)
join () s w70
y=20
5. Sea

o :1:2+y2 si (‘Tuy)#(()?(])
f(w’y)_{ 0 si (z,y)=(0,0)

Muestre que f no es diferenciable en (0,0). Sin embargo, para cualquier
curva diferenciable ® : R — R? que pase por el origen se cumple que
f(®(t)) es derivable para todo t.

6. ;Qué figura geométrica forman los puntos de coordenadas (z,y, z) € R?
tales que
r=0
-1<y<1
20 < 2 <2242y

Justifique las respuesta.

7. Encuentre la ecuacion del plano que pasa por (2,1,0), (3,2, —1), (2, —1,1).



(a) Encuentre dos vectores no paralelos ortogonales a (—1,1, 2).

(b) Escriba la ecuacién del plano que pasa por el punto (0,1,2) y es
ortogonal al vector (1,1,1).

9.
(a) Escriba la ecuacién del plano que pasa por el punto (a,b,c) y es
ortogonal al vector (v, vq, v3).
(b) Encuentre la ecuacién de la recta normal al plano de ecuacién
6x — 2y + 4z = 0 que pasa por el punto (3,1, 1).
10.

(a) Encuentre un vector unitario perpendicular a los dos vectores
(1,1,1) y (3,1,0).

(b) Encuentre un vector normal al plano que pasa por los puntos
(1,0,1), (3,4,0) y (1,—1,3).

11. Sean F : R? — R? y G : R® — R* las transformaciones lineales dadas
por

F(ZEhZL’Q) = (21’1,1‘1 + T, 7[E1 — .172)

G(z1, x2,w3) = (x1 — 23, 1 — 429, 201 — T2 + T3, 5T2)

(a) Calcule las matrices asociadas a F'y a G.

(b) Calcule G o F : R? — R* y su matriz asociada, ;qué relacién hay
entre ésta y las halladas en a)? Justifique la respuesta.

12. Dada la transformacién lineal T :: R*? — R definida por T'(z,y) =
2x — 3y

(a) Calcule la ecuacién del plano Graf(T).

(b) Encuentre un sistema de generadores de dicho plano.

13.



(a) Encuentre una transformacién lineal f :: R? — R cuyo grafico sea
el plano
={(z,y,2) € R*ra +y+ 2 =0}

(b) De la matriz en la base canénica asociada a la f hallada en a).

14. Si se corta la esfera 2% + 32 + 22 = 1 con el plano de ecuacién y = 0 se
obtiene una circunferencia. De la parametrizacién de la recta tangente

a dicha circunferencia en el punto (1,0,0) y en el punto (7, 0, T)

15. Estudie la diferenciabilidad de las siguientes funciones en los puntos
indicados y escriba la ecuacion del plano tangente cuando éste exista.

(a) f(z,y) =2y+1—sin <%2> en (1,5) y en (2,2).
(b) f(z,y) = xY*yt* en (0,0) y en (16,1).
(c) f(z,y) = ﬁ en (o, yo) con yo # 0.

o) = (2% 4+ y?) sin ﬁ si (z,y) # (0,0) on
(d) fz,y) { ( ) (0.0) (0,0) y

1 si (x,y) = (0,
n (1,0).

e) flz,y) = % st (y) 7 (0,0) en en (—
© f(a.y) { Vw00 yen (-L1)

16. Calcule DF(x) para las siguientes funciones:

(a) — R? F(z,y) = (2,9)

(b) — R3 F(z,y) = (€Y + cosy, x,x + €¥)
(c) F:R>—=R? F(z,y,2) = (v + € + y,yx?)
(d) F:R" - R? F(z) = ||]|*

17. Calcule el gradiente de f para
(a) flz,y,2) = Va2 +y* +2°
(b) fz,y,2) =zy+az+yz
(C) f(SL’, Y Z) = :z:2+le+z2



. Calcule los dngulos formados por el gradiente de la funcién f(x,y) =
2V3 4+ y en el punto (1,1) y los ejes de coordenadas.

. Sea f:R?* = Ry (x9,%0,20) un vector. Muestre que el ntcleo de la
transformacion lineal D f(xq, yo, z0) es ortogonal a V f(zo, yo, 20)-

. Sean f(u,v,w) =u?+v3+wuy g(r,y) = rsiny. Dadas
u(t) =t*+ 1,0(t) =sint,w(t) =t — 1y x(t) = sint,y(t) =t

caclule
d

%f (u(t),v(t),w(t)) y Eg (z(t), y(t))

(a) usando la regla de la cadena

(b) sustituyendo
. Sean f(u,v) = e“sin(u? +v?), g(u,v, w) = In(u? +v* 4+ w? +1). Dadas
u(z,y) =z +yv(ry) =y, wzy) =r—y+1
calcule las derivadas parciales de las funciones
fu(z,y),v(z,y)) v g(ul@,y),v(z,y), wz,y))

(a) usando la regla de la cadena

(b) sustituyendo

. Calcule las derivadas parciales de las siguientes funciones:
a z,y) = [P 2?2+ 23dz
( ) f( 7y) fO
() f(,y) = [, sin(zyz)dz
() flz,y,2) = [ sin(a? + yz + t)dt
. (Para qué valores de p € R es
fay) = { @ sin () s () # (0,0
7 0 si (z,9) = (0,0)

diferenciable en R??; Para qué valores de p es f de clase C''?(Sugerencia:
considerar g(t) = t?sin(7)).



24. Sean f,g,h : R — R derivables y G : R? — R diferenciable. Calcule
las derivadas parciales de las siguientes funciones:

= f(z)9W) (Si f(x) > 0 para todo = € R)
=G <ff t)dt, g(y ))
25. Usando la expresion

z = f(lll'o, y0> + Vf(mo,yo)(x — To,Y — yO)

. . 8
para una funcién f adecuada, aproxime (0,99¢%%)".

26.

(a) Coordenadas polares
Dada f : R? — R X sean x =rcos(f) ,y=rsin(d) y F(r,0) =
f(z,y). Calcule 2 a_ y ae imponiendo condiciones adecuadas de
diferenciabilidad sobre f .

(b) Coordenadas esféricas
Dada f: R® — R | sean z = rcos(f) sin(¢) , y = rsin(@) sin(¢) ,
z=rcos(¢)y F(r,0,¢) = f(x,y, z). Calcule oF or 98 imponiendo

or 0 96 Y a¢>
condiciones adecuadas de diferenciabilidad sobre f .

(c) Coordenadas cilindricas
Dada f:R® — R, sean oz = rcos(f) , y = rsin(d) y F(r,0,z) =

f(z,y, z). Calcule ‘91: , %g y %F imponiendo condiciones adecuadas

de diferenciabilidad sobre f .

27. Calcule la derivada direccional de f en xy en la direccién v siendo:
(a) f(x,y) =sinzcosy zo = (1,1) v — (%57\?)
(b) fle,y) =2t +In(zy)  @o=(e1)  v=(L %)

© S =+ ) w-010) o= (0,2,-2)



(d) f(x,y,2) = y+yz+zay ro = (1,1,1) v = <\/?§7 _\/T§7 _\/Tﬁ)
(€) fley.z)=a P+ wo=(LL1) (£ 94)

’U:
(f) flz,y,2) =a%*  x9=(e,6,0) wv= (12,3 3)

Si f es diferenciable en xg verificar que la derivada calculada co-
incide con Vf - v.

28. Dada la superficie S = {(z,y, 2) € R3: 2% + y? + 2% = 1} . Muestre que
el vector v = (O V2 ﬁ) es normal a la superficie S en el punto

579 99
(0, \/75, \/7§> e interprete este hecho geométricamente.

29. Sea f(z,y) = x/3y'/3

(a) Usando la definicién de derivada direccional, muestre que

of _af _
5.(0,0) = a—y(0,0) =0

y que *eq, tey son las Unicas direcciones para las cuales existe la
derivada direccional en el origen.

(b) Muestre que f es continua en (0,0).
(c) (Es f diferenciable en (0,0)?

30. Sean f,g : R — R diferenciables en o € R". Demuestre que la
funcién definida por h(z) = f(x)g(z) es diferenciable en zy y

Vh(zg) = f(20)Vg(wo) + g(z0)V f(20)

L Qué relacion existe entre las derivadas direccionales de h en z en la
direccion v(||v|| = 1) y las derivadas direccionales de f y g en xg en la
misma direccién?

31. Calcule las derivadas direccionales de f en el origen en cualquier di-
reccién v, ||v|| = 1, siendo

flz,y) = { Ty S% (z,y) 7:'5 (0,0)



32. Calcule ecuacion del plano tangente y de la recta normal, cuando exis-
tan, a las superficies dadas en los puntos indicados

(a) 2% —cos(z)x +7 =0 zo = (7,0,0)
(b) zy — zln(y) +e™ =1 o= (0,1,1)
(c) zysin(y) 4+ ze™ — 22 =0 ro = (4,0,1)
(d) cos(x)cos(y)e* =0 xo = (7/2,1,0)

33. Dada una funcién f : R*> — R diferenciable en (xg,99) y h : R® — R
definida por h(z,y,z) = f(z,y) — 2z, vea qué relacién existe entre el
plano tangente al grafico de f en (xg,0) y el plano tangente a una
superficie de nivel de h en (zg, yo, f (%0, 0))-

34. Encuentre la direccién en que la funcién z = x?+zy crece més rapidamente
en el punto (1,1).;Cudl es la magnitud ||Vz|| en esta direccién? Inter-
prete geométricamente esta magnitud.

35. Sih(x,y) = 2¢"" 4¢3 denota la altura de una montafia en la posicion
(x,y)..En qué direccién desde (1,0) deberfa uno comenzar a caminar
para escalar mas rapido?

36.

(a) Muestre que si Vf(zg) # 0 entonces —V f(xy) apunta en la di-
reccion a lo largo de la cual f decrece mas rapidamente.

(b) Una distribucién de temperaturas en el plano estd dada por la
funcion f(z,y) = 10 + 6 cos(z) cos(y) + 4 cos(3y). En el punto
(m/3,7/3) encuentre las direcciones de més rapido crecimiento y
mas rapido decrecimiento.

37. El capitan Ralph se encontro en el lado soleado de Mercurio y not6 que
su traje espacial se fundia. La temperatura en su sistema rectangular
de coordenada en su vecindad viene dada por

T(w,y,2)=e " +e ¥ fe ¥

Si él estd ubicado en (1,1,1). jEn qué direccién deberd comenzar a
moverse con el fin de enfriarse lo mas rdapido posible?



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Sea F : R? — R? dada por F(z,y) = (e®cosy,e*siny). Pruebe que
|DF(x,y)| # 0 V(x,y) € R? pero que F no es inyectiva.

Determine si las siguientes aplicaciones son localmente inversibles de
clase C*' en el punto dado

(a) F(z,y) = (2* —y? 2xy) en (z,y) # (0,0)
(b) Ple.y) = (sin, cos(ay)) en (r,7/2)
Sea f(z,y,z) = 2® — 2y* + 22. Demuestre que f(z,y,2) = 0 define una

funcién implicita x = ¢(y, z) en el punto (1,1,1). Encuentre g—“;(l, 1)y
52(1,1).

Encuentre la solucién y = f(z, z) de 22+y*—2% = 0 en un entorno de los
siguientes puntos del plano zz y escribir explicitamente esos entornos

Determine las derivadas parciales de las funciones que quedan definidas
implicitamente en un entorno del punto dado mediante las relaciones

(a) flz,y)=12>—y*=1 P =(2,0)

(b) g(z.y) =2 +y’ +ay=3 P=(11)
(c) h(z,y,2) =2 +2y3 + 23 —3zyz —2y—8=0 P =(0,0,2)

Encuentre los planos tangentes a la superficie S = {(z,y, z) € R? : 2? + 2y* + 322 = 21}

que sean paralelos al plano Il : x 4+ 4y + 6z = 8.

(a) Sea f:R?* — R3 dada por
f(z1,22) = (21 + T2, 21 — T2, 221 + 3229)

i. Verifique que f es una transformacion lineal y calcule su ma-
triz asociada.

ii. Calcule la matriz de la diferencial D f(z).



iii. ;Qué relacién hay entre estas dos matrices?

(b) Muestre que lo ocurrido en el item anterior vale para cualquier
transformacion lineal f : R” — R™.

45. Definimos F : R? — R como

Ty Tz T3
F(Z’l,ﬁg,...,xg) = det T4 Ty g
T7 Tg X9

(a) Pruebe que si F'(a) # 0, entonces hay un entorno de a tal que si
x estd en ese entorno, F(x) # 0.

a1 Qao as
(b) Concluya que si la matiz | a4 as; ag | es inversible para un
a7 asg Qg
a = (ay,as, ...,a9) € R, entonces para x en un entorno de a serd
Ty T2 I3
inversible la matriz | 24 x5 g
Ty Xg X9

46. Teorema del Valor Medio para 2 variables

(a) Dados P, y P, puntos en R?, dibuje abiertos distintos que con-
tengan al segmento P Ps.

(b) De alguna funcién definida en alguno de estos abiertos con im-
agen en R cuyo grafico sea conocido. Graficarla e interpretar
geométricamente f(P) — f(P,).

(c) Demuestre que si f es una funcién diferenciable definida en algiin
abierto que contiene al segmento P; P, entonces vale que

f(P) = f(R)=Vf(P) (P — )

donde P es algin punto del segmento PP, y el producto del
segundo miembro es el producto escalar de vectores.

47.

(a) Sea f: B — R, donde B es una bola en R

10



i. Pruebe que si f es constante en B, entonces V f(z,y) = 0
cualquiera sea (x,y) € B.

ii. Pruebe que si Vf(z,y) = 0 cualquiera sea (z,y) € B, en-
tonces f es constante en B.
(b) Si f,g : B — R son diferenciables, y verifican que Vf(z,y) =
Vyg(z,y) para todo (z,y) € B, pruebe que entonces existe ¢ € R
tal que f(v,y) = g(z,y) +c.

48. Muestre que la derivada direccional de f en el punto (zg,yo) en la

direcciéon —v (recordar que ||v|| = 1) es igual a la derivada direccional
de f en (zg,yo) en la direccién de v pero con el signo opuesto, o sea
of of

—%(%) = m(mo)
49.

(a) Pruebe que si f : R — R es diferenciable y tal que para algin
v, ||v]| = 1 se cumple que D f(x)-v = 0, para todo z € R", entonces
en cada recta que lleve la direccion de v, f seré constante.

(b) Construya ejemplos de lo demostrado anteriormente paran = 2y
v=(1,0),0.1)y (2%).
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