ANALISIS 1
Primer Cuatrimestre — 2006

Practica w

1. Desigualdades &c

1.1. Sea A C R acotado superiormente y sea x € A.
a) Six < sup A, entonces sup A \ {x} = sup A.
b) Sisup A\ {x} < sup A, entonces x = sup 4,

1.2. Sean A, B C R. Mostrar que sup(A + B) = sup A + sup B.

1.3. Sean A, B C R subconjuntos acotados. Determinar la validez de las si-
guiente afirmaciones, dando demostraciones o contraejemplos, segtin corres-
ponda.

a) Si A C B, entonces sup A < sup B.
b) sup AU B = méx{sup A, sup B}.
¢) sup(A+ B) < sup A+ sup B.

d) sup —A = —inf A.

e) supA+infB <sup A+ B.

2. Limites, sucesiones, series.

2.1. Sea (a,),>1 una sucesién de términos reales que es creciente. Si posee
una subsucesion convergente, entonces ella misma converge.

2.2. Mostrar que una sucesion (a,),>1 de términs reales converge sii conver-
gen las subsucesiones (a2,),>1, (a2441) ¥ (a34)-

2.3. Calcular:

i 2
a) lim Sni=x, . . n
) x4 X7 b) lim (n sin %)

n—-+oo

2.4. Aproximaciones de /n. Sea « > 0. Consideramos la sucesion (a,),>1 tal
que a1 € R™ es un namero positivo dado, y

1 «
Il = 5 ﬂn+;
n

sin>1.
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a) Mostrar que

2o —a— (up — )
n+1 4a2

que a, > v/ y que la sucesion decrece.

b) Usando que %, | — & = (4,41 — v/&)(ay11 + /&), acotar a,,1 — /& en
términos de a, — /a.

¢) Siay —+/a <k, mostrar que

TVes2/e <2kf)2

d) Calcular a mano /10 con error menor que 10~8 usando este método, con
a) = 3.

25. Seax € Ry sineN,

[x] + [2x] + [3x] + - - - + [nx]
ap = 5 .
n
Calcular lirf ay. Deducir de esto que Q es denso en R.
n——+0o

2.6. Sean ag, by € R, y definamos sucesiones (a,),>1y (bn)n>1 poniendo, para
cadan >0,

2a, + b, ay + 2by,
Il = — 5= y U] =~

Mostrar que ambas sucesiones convergen al mismo limite y calcularlo.
2.7. Sean (a,)n>1y (bn)n>1 dos sucesiones de términos reales tales que

lim (a, +b,) = lim a,b, =0.

n—-—+o0o n——+o0o

Mostrar que lim a, = lim b, =0.
n—-+4o00 n—-+00

2.8. Sean (a,),>1 y (bn)n>1 dos sucesiones de términos reales tales que a,,
b, € [0,1] para todo n € Ny lim a,b, = 1. Mostrar que entonces es

n—-—+oo

lim a, lim b, =1.
n—-+oo n—-—+o00

2.9. Sean (ay)y>1 Y (bn)n>1 dos sucesiones convergentes de términos reales,

con limites w y 5. S ea paracadan > 1,

™=

aibn,l.

Cp =

S|

1

Determinar si (c¢;;),>1 converge, y, en ese caso, su limite.
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2.10. Mostrar que si x > 0, entonces

2
x—?<ln(1+x)<x.

1 2
Usando esto, calcular lim <1 + 2) <1 + 2> .. (1 + %)
n n n

n——4oo

2.11. Sean (a,),>1Y (bn)n>1 dos sucesiones de términos positivos y suponga-
mos que )_,~o by = +o0. Si existe ng tal que

Api1 byt

A Apyl

sin > ng, entonces )~ 1, = +0o.

2.12. Sea (X;),en una sucesion convergente de nimeros reales y sean a, b € R
tales que a < x,, < b cualquiera sea n € N. Mostrar que entonces se tiene que
lim,— 40 X € [a,b].

¢Qué puede decir si es a < x, < b para cadan € N?

2.13. Sean a4, b > 0. Definimos dos sucesiones (a,),>1 ¥ (bn)n>1 poniendo
a; =a,by =0,y paracadan > 1,

ay + by,
Int1 = —5—
bn+] =\ anbn.
Muestre que ambas sucesiones convergen, y que lim a, = lim by,.
n— 00 n——+o0o

2.14. Sea (a,),>1 una sucesién de variacion acotada, esto es, tal que si
n
on =) lajp1 —ail,
i=1
la sucesion (vy),>1 es acotada. Existen entonces lim v,y lim a,.
- n—-—4oo n—-—4oo
2.15. Una sucesion (xy),>1 no posee subsucesiones convergentes si y sola-

mente si lim |x,| = +o0.
n—-+oo

2.16. Sea (a;),>1 una sucesioén convergente de términos positivos y pongamos
a= lim a,. Entonces

n——+oo

lim a;...a, =a.
n— 400

2.17. Sean (a,);>1 Y (bn)y>1 dos sucesiones reales. Supongamos que b, > 0
cualquiera sean > 1y que }_,~1 b, = +o0. Entonces, si lirJrrl b—n = a, también
- n—-—+0o n
j X1+ +Xn
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1P+ .4+ nP 1
2.18. Sea p € N. Muestre que nlirrm o7 =

2.19. Mostrar que existe el limite de la sucesion

V2
/32

V2
NI ARG AV A

¢Qué otros nimeros pueden tomar el papel de /2 en este ejercicio mante-
niendo la conclusién?

2.20. Mostrar que existe el limite de la sucesiéon

V2, \/272 \/2\/272 \/2\/2@,

2.21. Mostrar que existe el limite de la sucesion

1 1 1 1 1
/1+1r 1/

1+1

2.22. Sea (a,),>1 una sucesién convergente de términos reales. Si ponemos
a= lim a,,es

n——+oo

S e
lim —— =a.
n—-+00 n
2.23. Condensacion de Cauchy. Sea (a,),>1 una sucesion decreciente de térmi-
nos positivos. Entonces, si ) ,,~1 a, converge, la serie },~q 2"a» también con-
verge.

sinnx Cos nx
Z convergen.

2.24. Sea x € R. Muestre que las series Z .

n>1 n>1

2.25. Determine si las series siguientes convergen, y, en ese caso, si lo hacen
absolutamente.

1)n+1 n+1 |Sinn‘
}’E n1+1/7’l V; n
sin 2 _4n
b) ; e -1 Tl+ln7'
Lo ) DU
Z n+1 B
c) ;
n>1 logn

2.26. Sea ) > an una serie de términos positivos que convege. Mostrar que

ay
las series Z y Z 15 n2a, son también convergentes y que las series
n>1 1 + ’1” n>1 l1+n

Z y Z a veces Convergen y a veces no.
n>1 1 + iy n>1
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2.27. Estudiar la convergencia de las siguiente series.

a)n;lﬂzn' 6)1;1‘+2"112)'+ /
b)n; n2+n P 211_2!+---j:n!;
g ¥ LHEDYE, o )

n>1
0) n;w' g)n;< 1+\/1£)— )

. -1)"
2.28. Si & > 0, determinar el cardcter de la serie Z )

n>1vV n* + (_1)n

2.29. Supongamos que (a4,),>1 €s una sucesiéon de ntmeros reales positivos

tal que lim a apy, = ay lm ap,ap,_1 = b. ;Qué puede decir sobre el
que Hm  az142n y Jm azazn—1 {Qué p

caracter de la serie },,~1 a,?

2.30. Sean (ay),>1, (bn)n>1y (cn)n>1 sucesiones de numeros reales tales que

las series },~1 a4 ¥ Y_,;>1 Cn convergen'y a, < b, < ¢, cualquiera sea n > 1.

Mostrar que entonces la serie ) -1 b, converge.

2.31. Sea (a,),>1 una sucesién de términos reales positivos. Mostrar que la

converge.

serie 2 n
= (I+a)(1+az)... (14 an)

2.32. Determine la suma de las siguientes series:

DY 0 Lin(1+ g )

n>2 n>1
1
b ;
) 1;)713—1—27124—7714-1

2.33. Sea (a,),>1 una sucesion de ntimeros reales tal que }_,~1 na, converge.
Entonces )~ a, también converge.

2.34. Sea (a,),>1 una sucesién de términos reales positivos. Pongamos, para
cadan > 1,

Ap +apy1+ -+ a1
" .

bn:

Mostrar que la serie )~ b, converge sii ) ,,~ 4, lo hace.

2.35. Sea (a),>1 una sucesion de términos reales positivos. Pongamos, para
cadan > 1,

1 n
by = ——— .
" n(n41) mgl Mtk
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Mostrar que la serie )~ a, converge sii lo hace },~1 by, y que en ese caso
ambas tienen la misma suma.

2.36. Criterio de Raabe. Sea (a,),>1 una sucesién de términos positivos.
Supongamos que existen k € R y 1y > 1 tales que si n > ny,

il 21+k.

Up41 n

Entonces )~ a, converge.
Por otro lado, si existe ng > 1 tal que

si n > nyp, entonces ) -1 a, diverge.

2.37. Mostrar que es finito el conjunto de los ntimeros naturales n € N tales
que o < (4n)!.

2.38. Sean (a,),>1 Y (bn)n>1 sucesion reales tales que (by) es estrictamente
creciente y no acotada. Supongamos que
an — An—1

im —— = A.
”HHJIF‘C’O by — by A

Mostrar que limy,— 0 7 = A.
2.39. Sea (a;),>1 una sucesion real acotada tal que limy,— o (x5 + x2,/2) = 1.
Mostrar que entonces lim;— 40 X = %

2.40. Sea ¢ € Ry sea (r,),>1 una sucesiéon de ntimeros racionales que converge
_ Pn

a ¢. Supongamos que 1, = agn Con pn € Zyqn €N

Mostrar que si una de las sucesiones (p,),>1 0 (4n)n>1 €s acotada, entonces

la otra también, y en ese caso ¢ € Q. Deducir de esto que si x € R\ QQ, entonces

HETDC |p1’l| = ngrﬁl}oo ‘qn| = +OO

2.41. Mostrar que una sucesion real acotada (a,),>1 que no converge posee
al menos dos subsucesiones convergentes con limites distintos.

2.42. Mostrar que para cada n € N la ecuacién
x+---+a"=1

posee exactamente una raiz a, positiva y que la sucesion (a,),>1 es decrecien-

te. Mostrar ademads que lim, .y a; = % ; para ello considerar la expresién
n+1 _

aj 1.

2.43. Sea (a;),>1 una sucesion real acotada. Definimos dos sucesiones (x;),>1

Y (Yn)n>1 poniendo x, = sup{ay : k > n} y y, = inf{ay : k > n} para cada
n € N. Mostrar
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a) que las sucesiones (Xy);>1 Y (¥n)n>1 convergen; y

b) que poseen el mismo limite sii la sucesién (a,),>1 converge.

2.44. Sea (a,),>1 una sucesién de términos reales positivos que converge a 0.
Entonces:

a) existen infinitos valores de n € N tales que a, = méx{ay : k > n};

b) existen infinitos valores de n € N tales que a, = min{a; : k < n};

*c) finalmente, existe una biyeccién o : N — N tal que la sucesion (a,(,))u>1
decrece a 0.

2.45. Sea f : N — N una funcién inyectiva. Entonces
o () ) fm) _
P ( 1z T Ty ) T

2.46. Sea (a,),>1 una sucesion acotada de términos reales que es tal que
limy,— oo (ay4+1 — an) = 0. Mostrar que el conjunto de limites de todas las
subsucesiones convergentes de (a,),>1 es un intervalo.

3. Continuidad

3.1. Sea f : R — R una funcién continua. Entonces el conjunto f~1(0) es
cerrado, f~1(RT) es abierto y f~!([a,b]) es cerrado. ;Qué puede decir de

£ ({0, )2

3.2. Sea f : R — R continua tal que si A C R es abierto, entonces f(A) es
abierto. Entonces f es inyectiva y, en particular, monétona.

3.3. Sea f : R — R una funcién continua y sea a2 € R. Definimos una sucesién
(an)n>0 poniendo ay = a'y a1 = f(ay) si n > 0. Supongamos que existe

a = limy,_ . a,. Entonces f(a) = a.

3.4. Sea f : [a,b] — R una funcién conveza, esto es, tal que

fltx+ @ —ytly) <tf(x)+1-1) f(y)

cualesquiera sean x, y € [a,b] y t € [0,1]. Muestre que f es continua.

3.5. Sea f : R — R una funcién acotada y continua. Mostrar que existe ¢ € R
tal que f(x) = x.

3.6. Sean f, ¢ : [0,1] — R dos funciones continuas. Supongamos que f(x) <
¢(x) para todo x € [0,1]. Entonces existe k > 0 tal que f(x) +k < g(x) si
x €[0,1].

3.7. Sea f : [a,b] — R creciente tal que f([a,b]) = [f(a), f(b)]. Mostrar que f
es continua.

3.8. Si f : R — R es continua y tal que

fx) = f(x?)
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para todo x € R, entonces f es constante.
3.9. ¢Existe una funcién continua biyectiva f : [0,1) — R?

3.10. Sean f, ¢ : [a,b] — R dos funciones. Definimos nuevas funciones M,
m : [a,b] — R poniendo

M(x) = max{f(x),g(x)}
m(x) = min{f(x),g(x)}

cualquiera sea x € [a,b]. Muestre que si f y g son continuas, M y m también
lo son.

3.11. Sean f, g : [4,b] — R funciones continuas, diferenciables en (a,b). Si

f(a) <g(a)y f'(x) < ¢'(x) cualquiera sea x € (a,b), entonces es f(x) < g(x)
cualquiera sea x € (a, b].

4. Derivadas

4.1. Sea f : Rj — R una funcién derivable tal que limy_. 1o f(x) = L. Enton-
cessic >0, es

lim f(x+c)— f(x) =cL

X——+00

y
im f&) g
xX—+c0 X

4.2. Sea f : Rj — R una funcién dos veces derivable. Si f’ es acotada y existe
limy_, 1 f(x), entonces

lim f'(x) = 0.

X— 400

4.3. Sea f(a,b) — R una funcién tal que cualquiera sea x € (a,b), existe la
derivada a derecha f'(x+) y es f’(x+) > 0. Entonces f es creciente.

4-4. Sea f : [a,b] — R continua. Si f es derivable en (a,b) y f(a) = f(b) =0,
entonces, cualquiera sea k € R, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = kf(c).

4.5. Sean f, g : R — R funciones infinitamente diferenciables. Calcule (fg)”
y (fg)" en términos de las derivadas de f y de g. Adivine una férmula para

4), ;Puede seguir?
(fe)'. ¢ g
4.6. Sea f : R — R dada por

f(x): {O, six <0;

e VX six>0.

a) Mostrar que f es diferenciable.
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*b) Mostrar, mds atn, que f es infinitamente diferenciable.

4.7. Seaa > 1y x > 0. Mostrar que
¥ —1>a(x—1).
4.8. Sean p, q > 1 tales que % + % = 1. Entonces, si x > 1,

xl/p§5+1
q

4.9. Sea f : R — R una funcién dos veces derivable. Mostrar que si x € R,
entonces existe y € R tal que

fr+1) =2f(x) + fx =] <1|f"(y)]-

4.10. Sea f : R — R una funcién convexa derivable. Mostrar que f’ es conti-
nua.

4.11. Sea f : R — R deribavle y a € R tales que f’(a) # 0. Entonces:
a) Existee > 0tal quesix € (a —¢a+¢), f(x) # f(a).

b) Si f’ es continua en 4, entonces existe un intervalo abierto [ tal que a € I
y flr es inyectiva.

4.12. Sea f : R — R una funcién derivable. Mostrar que |f| es derivable a
izquierda y a derecha en todo R.

4.13. Sea f : R — R una funcién derivable y acotada tal que existe finito
limy— o f'(x) = I. Mostrar que ! = 0.

4.14. Sea f : [a,b] — R una funcién derivable, esto es, la restriccion a [a,b] de
una funcién derivable definida en un abierto que contenga a este intervalo.
a) Si f'(x) #0six € [a,b], entonces f’ tiene signo constante en [a, b].
b) El conjunto f’([a,b]) es un intervalo.

Notemos que esta tltima parte implica que el teorema de los valores inter-
medio vale para la derivada de una funcién, aunque esta derivada no sea
continua.

4.15. Sea f : [a,b] — R una funcién derivable tal que f(a) = f(b) =0y
f'(a)f'(b) > 0. Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0. ;Qué puede decir
sobre el signo de f'(c)?

4.16. Sea f : (a,4+00) — R una funcion derivable tal que limy_ 4 f(x) =
f(a). Mostrar que existe ¢ € (a,+o0) tal que f'(&) = 0.

4.17. Sea f : R — R una funcién derivable tal que f(0) = 0. Calcular

L k
Jm Y f ()

4.18. Sea f : R — R una funcién derivable tal que si x € R, es f(x)f’(x) > 0.
Mostrar que f~}(R\ {0}) es un intervalo.
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4.19. Determinar todas las funciones derivables f

f(2x) = 2f(x),

4.20. Muestre que:

Vx € R.

b (Lo )2
x—0\sin?x sinh?x/) 3’
b) lim sinxsinhx — tanxtanhx _i.
x—0 sinh* x — tanh* x 12’
+oo, sia >0;
¢) lim cosh®x —sinh®x = {1, sia =2;
X——400
0, sia <2
) exp x2 — cosh v/2x 1
d) lim =
x—0 (coshx — cos x)(cosh2x — cos2x) 12

1
e) lim (2x2 —3x+1)tanmtx = —

x—1/2
. COS 7TX . E
h a4 —9 12/
sin 3x
lim S _ /3
8 X—1>I7¥1/3 1—2cosx V3
sinx __ ,x
W lim S — & —1;
x—0 s;mx — x
1 eX —1 1
N lfm 1 _L
l) xlir(le n< X ) 2
) lim -1 L oo
J r—l+Inx—x+1 ’
x% — g¥ aa—i—l lna(l B lna)
k) 1 _ ;
xll{lll 10ga X — logx a
i (CEEN T e (120,
x—0 1 4+ c¥ = exp > ;
x*
1i =0;
m Mmoo
Tl) lim xarcsinx -1
x—04+ 4
i) lim (sinx)*"*—1 _
x—0+ xX —1 s
0) 111’1%(2 — x)tan(nx/2) _ 62/7'[;
X—
p) liIr(l)(sinx +cosx)/* =¢;
X—
1) liI‘I‘(lJ(COS 2x —2sinx)/* = ¢72;
X—

lim (sinx)@"* =1;
x—7/2

r)
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o Bx+1—Vx+1
s) lim =

: 1.
x—0 sinx

4.21. Sea f : R — R dos veces derivable. Determinar

L flx— )~ 2 () £ flxth)
h—0 h?

para cada x € R.

4.22. Sea f : R — R n+ 1 veces derivable y sea a € R. Usando la forma de
Lagrange para el resto del desarrollo de Taylor de grado n — 1 de f en a nos
dice que para cada I € R existe 0, € (0,1) tal que

L T PR L)
mf (a) + Hf (a+6yh).

flath) = fla)+hf'(a)+---+
Mostrar que si f("+1)(a) # 0, entonces para h suficientemente pequefio, hay
un nico tal 6. Més aun, en ese caso es limy,_,q 6, = nlﬁ
4.23. Sea f : R — R una funcién dos veces derivable con continuidad tal que
existen o, B € R tales que [f(x)] < ay [f"’(x)| < B cualquiera sea x € R.
Mostrar que entonces vale que

fl <24 P

Vh e R,Vx € R, p o

4.24. Sea f : R — R una funcién dos veces derivable con continuidad tal que
fy f” son acotadas. Mostrar que f’ es acotada.

4.25. Sea f : (a,b) — R una funcién derivable. Entonces f es estrictamente
creciente sii el conjunto {x € (a,b) : f'(x) > 0} es denso en (a,b).

5. Sin clasificar

5.1. Sea f : R — R creciente y tal que f(f(x)) = x cualquiera sea x € R.
Mostrar que f es la funcién identidad.

5.2. Sea f : (0,+00) — R una funcién creciente. Sea g : (0,+c0) — R la
funcién tal que g(x) = f(x)/x si x > 0. Mostrar que si g es decreciente,
entonces f es continua.

5.3. Consideremos una funcién f : R — R y supongamos que cualquiera sea
x € R existe ¢ > 0 tal que la restricciéon de f a (x —¢,x + €) es creciente.
Entonces f es creciente.

5.4. Sea f : R — R. Decimos que f es localmente monétona a derecha si

cualquiera sea x € R, existe § > 0 tal que si ¥y € [x,x +J],
entonces f(y) > f(x).
Mostrar que una funcién localmente monétona a derecha es monétona.
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5.5. Sea f : R — R tal que
¥ =yl <lx =z = [f(x) = f(¥)| < [f(x) =y)[-

Mostrar que f es una funcién continua inyectiva.
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