ANALISIS 1
Primer Cuatrimestre — 2006

Préctica 5

1. Six € R", ponemos x| = {/¥i x%.

a) Muestre que si x € R", se tiene que
1) x| < ||x||,sii=1,...,1m;
2) ||x|| < vn-max{|x;|:i=1,..,n};
3) max{|x;| : 1 < i <n} < x| < vnmax{|x;| : 1 < i < n}.
Describa geométricamente esta doble desiguadad.

b) Usando lo hecho, concluya que:
{x e R": Vnméx|x;| <r} C{x e R":||x]| <r} C {x € R" : max|x;| < r}.
c) Sea A C R". Muestre que equivalencia de los siguientes dos enun-

ciados:

1) A es abierto;
2) cualquiera sea y € A, existe r > 0 tal que

{x e R" :méx|x; —y;| <r} C A.

2. a) Muestre que los siguientes subconjuntos de R? son abiertos
1) A={(x,y) eRZ:1 <2 +1> <7}
2) B={(x,y) eR?:2x +y > 1};
3) C={(x,y) ER*:x #0Vy #0}.

b) Dé un ejemplo de un conjunto en R® que no sea ni abierto ni cerra-
do.

3. Para cada uno de los siguientes conjuntos A C R3, calcule 94, A, A \ A
y A\ 0A:

a) A={(xy,z) eER3: 22+ 2 +22 <1};

b) A={(x,y,z) eR3: x>+ —z<1Az<2)};

o) A={(xy2z) eER: 2+ > —z< 1A+ +(z+1)2 < 1};
d) A={(xy,z) eR: 2+ > <1Ax*+y? <1/2}.

4. Determine cudles de los siguientes subconjuntos de R? son cerrados y
acotados:

a) Ky =B1(0) = {(v,y) € R?: x? +1* < 1};
b) Ko ={(x,y) eR?: x* +y* <1};
¢) K3 ={(x,y) eR2:x>0Ay > 0};
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d) Ky ={(0,2):neN};
e) Ks ={(x,y) eR2:0<x <1Ay =0}

5. En cada uno de los siguientes casos, encuentre una sucesién de puntos
de A que no posee ninguna subsucesién convergente a un punto de A:

a) A= B1(0) CR%
b) A={(x,y) eR?>:x>0Ay > 0}.

6. Dé el dominio de definicién para cada una de las siguientes funciones y
grafiquelo:

a) f(x,y) =In(16 — x> —y*) (x* + y* — 4);

b) flxy) = 1_12_y2+,/yx2;
o flxy) = m; Q) flxy) = /xyliitzdt;

1
DIy = B fxy) = ——8Y .
e) f(x,y) = ;Cy; VI—22+2
In(1 - 2 . sin x%y
f fxy) = (1#;") i) f(x,y) = mi

7. Encuentre las curvas de nivel de las siguientes funciones:

a) f(x,y) =x+y; d) fxy) =%
b) f(x,y) =x*+v% *
0) f(x,y) = /xy; o) f(x,y) =x* -y~

8. Estudie las superficies de R representadas por las siguientes ecuaciones
y diga cudles de estas superficies son la gréfica de una funcién z =

f(x,y).

lZ) Z:2x2+y2,~ 6) Z:x2y2+1}
2 2 2
2_4_.2_Y. X ¥
by z2=1—x 7 £ 2= . A 2,
bao b Dedip a
x-+y y
d) 3x +2y —z =0; h)Z:ﬁ,conx>0

9. Encuentre las superficies de nivel de las siguientes funciones:

au=x+y+z o) u=x*+y*+z%
b) u=x*+y*—z% d) u = x*+2y%
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10. a) Usando sélo la definicién de limite demuestre que:

1) Iim x+y=1
(o) Y

2) lim xy=-8.
(xy)—(-18) /

b) Sie=1,e=1/1006 ¢ = a2, encuentre 6 > 0 tal que
l(x,y) — (—1,8)|| <d = |xy+ 8| <e.

11. Pruebe que:

a) lim x*4+y*—xy=39 d) lim sin(xcosy)=0;

(xy)—(7,2) (x,y)—(0,3)
sin x2y
b Iim xe* =0; e Iim ——% =0sic#O0;
: (xy)—(01) ) (xy)—(c0) ¥2 — y? *
2
. x . y*+cos(m—x) 8
¢) lim et =1, ) lim —————%=—,
(xry)ﬂ(Orl)y f (x,y)—(0,3) y 3

12. a) Sea f : B,(a,b) — R tal que ( I)IHE b)f(x,y) = 0. Pruebe que:
xy)—(a,

sin f(x,vy)
im — =1,
(xy)—(b)  f(xy)

b) Sea f : B,(a,b) — Rtal que lim b)f(x,y) = +o0. Pruebe que:

(xy)—(a,
Inf(x,y)
im ——==0
(xy)—(ab) f(x,y)
¢) Calcule:
: 2 2
1) lim M;
(ry)—(00) x2+y>?
2 lim oM
(xy)—(02) X
lim 22 4+ 2 In(x2 + 12).
(x,y)—»(0,0)( y7) In(x” +y°)

13. Analice la existencia de los limites restringido a los ejes coordenados y
del limite doble de las siguientes funciones en el origen:

a) f(x,y) = i;]y/, o) f(x,y) = Ix’;
in(x? + y?)
b) f(x,y) = ﬁyyz; hH flxy) = %;
1 in(x3 + 13
c) f(x/y)—‘x‘z_i_yzf Q) f(x,y):w;
smXx
DIy == W fey) = ()7
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- Cy o 41 —esin™ 4 ysin
i) f(x,y) = yxzﬁ; m) f(x,y) xsmy +ysmx’
| -1 n flxy) =sin2;
]) f(x/y)_ x+y/ (]il)

o eVt —x—1
B Floy) = —Y ) et g
) f(x 3/) ‘x‘ 4 |y| 7’1) f(x,y) ‘x_y|

24y

) flxy) = \/mfl;

14. Demuestre que las siguientes funciones tienden a cero si (x,y) se apro-
xima al origen a lo largo de cualquier recta, pero que para ninguna de
ellas existe el limite cuando (x,y) — (0,0)

dhyt x12
a) f(x,y) = ——"F= o flx,y) = 5.
)f( y) (x2+y4)3 )f( }/) x2+]/4
b ©
) flxy) = mf
15. Estudie la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indica-
dos
2 si(ny) #(0,0);

a) f(x,y) = {S’+y si (x,y) = (0,0);

en (1,0) y (0,0);

oy S0y s (oy) £ (0,0 y x> -1
b) f(x,y) {1, i (ry) = .

en (1,0) y (0,2);
¢) f(x,y) = sin(xcosy) en (1,1) y (0,2);

x+y six#0ey#0;
d Y) =
) f(x,y) {1, en otro caso;
en (0,0) y (1,1);
1, sixy #0;
e) f(x,y):{o sixz:()'

en (1,0) y (—1,2).

16. Consideremos la funcién f(x,y) = x -y -sin L sin %

a) Calcular su dominio natural.

b) Determinar si es posible extenderla a R? de modo que resulte con-
tinua.

4/6



Analisis 1 — Primer Cuatrimestre — 2006

17. Encuentre los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

D fE) <) g ey = YD

b) f(x,y) = T—v_p FLs, si(xy) # (0,0);
IS =ll ) fCoy) = {o, T sy = 00,
9 fxy) =3—,

18. Demuestre que la funcién

2L, si(xy) #(0,0);
flxy) = {O,w T o

es continua respecto de cada una de las variables por separado pero no
lo es como funcién de ambas.

19. Estudie la continuidad de las siguientes funciones:
a) f(x,y) = (x%e%);
b fly) = (M, h)
20. Sea f : {(x,y) : x # 0} — R dada por
Flxy) = X’y sin xey.

Ve

SibelR,calcule lim X, ).
(x,y)—>(01b)f( 2

21.  a) Sea f : B1(0) C R?> — R dada por f(x,y) = w Muestre que
f es continua y no es acotada.
b) Sea g : B1(0) C R? — R dada por g(x,y) = ||(x,y)||. Pruebe que g
es continua y acotada pero no alcanza su méximo en By (0).
_ sin(x?y)
22. Sea f(x,y) = )
a) Encuentre el dominio D de f y grafiquelo.

b) Dado q = (q1,92) € Fr(D). ;Existe ~ lim  f(x,y)?
(vy) = (q1.92)

23. Definimos F : R — R como
X1 X2 X3
F(Xl, X2, ey X9) =det | x4 x5 x¢|.
X7 Xg X9

a) Sea a € R%. Muestre que si F(a) # 0, entonces hay un entorno U de
a tal que si x € U entonces F(x) # 0.
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a1 4az 4as
b) Concluya quesia € R? es tal que lamatriz | a4 as ag | esinver-
ay 4ag dog
sible, entonces existe un entorno U de a tal que si x € U, la matriz
X1 X2 X3
X4 X5 Xg | también lo es.
X7 Xg X9

Leonhard Euler
1707-1783, Suiza
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