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Analisis I - Practica 6

1. Calcule las derivadas parciales de las siguientes funciones:

(a) flz,y) =o'+ 22y +y°z -1

(b) flz,y,2) =ye" + 2

(c) flz,y) = 2?sin®(y)

(d) f(z,y) =sinx

(e) f(x,y,2) = z(cos(zy) + In(x? + y* + 1))
(f) flz,y) = zer

(8) flz,y) = [, e'dt

(W) fla,y)= [ et

(i) f(z,y) = arctan ¥

2. Calcule

(a) 2—5(2, 1) para f(z,y) = /oy + 2

(b) %(1, 1,1) para f(x,y,2) = Va2 + 22 + In(y)

() 2£(0,0), 2(0,0), 2(1,1) y 2L(1, 1), para f(z,y) = {
3. Dadas las funciones
o) — { s (2,) £ (0,0)
fo(w,y) = |z| + |y

fs(z,y) = (1:2 + y2) sin (@) si (x,y) # (0,0)
0 si (z,y) =(0,0)

Demuestre que en el origen

(a) fi es discontinua aunque existen las derivadas parciales.
(b) f2 no admite derivadas parciales pero es continua.

(c) f5 es diferenciable pero sus derivadas parciales son discontinuas.

4. Estudie la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad de las
siguientes funciones en el origen:
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7.

10

(a) flz,y,2) = /|zyz|

B xsin(4arctan(%)) si x#£0
(b) f(z, _{ 0 si x=0

z,y)
(c) flz,y)
(d) flz,y)
© fy = 5 (3) s w0

(5 5 oz
_ { i (A=) s @) # 00
i

Sea
3

_ | =5 st (z,y) #(0,0)
f(x’y)_{ 0 s (z,y)=(0,0)

Muestre que f no es diferenciable en (0,0). Sin embargo, para cualquier curva
diferenciable @ : R — R? que pase por el origen una sola vez, se cuample que f(®(t))
es derivable para todo t.

Encuentre la ecuacién del plano que pasa por (2,1,0),(3,2,—1),(2,—1,1).

(a) Encuentre dos vectores no paralelos ortogonales a (—1, 1, 2).

(b) Escriba la ecuacién del plano que pasa por el punto (0,1,2) y es ortogonal al
vector (1,1,1).

(a) Escriba la ecuacién del plano que pasa por el punto (a, b, c) y es ortogonal al
vector (vy, Vg, v3).

(b) Encuentre la ecuacién de la recta normal al plano de ecuacién 6x —2y+4z =0
que pasa por el punto (3,1, 1).

(a) Encuentre un vector unitario perpendicular a los dos vectores (1,1,1) y (3, 1,0).

(b) Encuentre un vector normal al plano que pasa por los puntos (1,0, 1), (3,4,0)

y (1,—1,3).
Sea f : R? — R? definida por

f(z1,20) = (21 + T2, 11 — X9, 221 + 32).

(a) Verifique que f es una transformacion lineal y encuentre la matriz asociada.
(b) Calcule la matriz diferencial D f(x).

(¢) {Qué relacién hay entre estas dos matrices?
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11. Sean F : R? — R3 y G : R? — R* las transformaciones lineales dadas por

F(iL‘l, x2> = (2%1,1’1 + T2, 71‘1 — 1’2)

G(z1, 9, x3) = (v1 — X3, 1 — 429, 221 — T3 + T3, 5T2)

(a) Calcule las matrices asociadas a F'y a G.

(b) Calcule G o F : R? — R* y su matriz asociada, ;qué relacién hay entre ésta y
las halladas en a)? Justifique la respuesta.

12. Dada la transformacién lineal T': R? — R definida por T'(x,y) = 2z — 3y

(a) Calcule la ecuacion del plano Graf(T).

(b) Encuentre un sistema de generadores de dicho plano.
13. (a) Encuentre una transformacién lineal f : R*> — R cuyo grafico sea el plano
m={(z,y,2) € R*:x+y+2=0}

(b) De la matriz en la base candnica asociada a la f hallada en a).

14. Si se corta la esfera 2% 4 y? + 22 = 1 con el plano de ecuacién y = 0 se obtiene una

circunferencia. De la parametrizacion de la recta tangente a dicha circunferencia en
el punto (1,0,0) y en el punto (i,O, %)

15. Estudie la diferenciabilidad de las siguientes funciones en los puntos indicados y
escriba la ecuacién del plano tangente cuando éste exista.

(a) f(z,y) =2zy+1—sin (”2—2) en (1,5) y en (2,2).

(b) f(z,y) = a¥*yt/* en (0,0) y en (16,1).
c) flx,y) = % en (g, yo) con yo # 0.

—~

| @2+ ) sin (_21 2) si (z,y) # (0,0)
d x,y) = oty en (0,0) y en (1,0).
(d) f(z,y) { 1 si (z,y) =(0,0) (0,0) y en (1,0)
o) Flo ) = §+y2 si- (z,y) #(0,0) en (—

16. Calcule DF(x) para las siguientes funciones:
(a) F:R* = R* F(z,y) = (,y)
(b) F:R* - R3 F(x,y) = (ve¥ + cosy, z,x + ¢¥)
(c) F:R® = R? F(v,y,2) = (x+ € +y,y2°)
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(d) F:R" =R, F(z) = ||z
17. Calcule el gradiente de f para
(a) flz,y,2) = Va2 +y* +2°

(b) f(z,y,2) =2y +x2+yz
(&) f(2.9.2) = mrrires

18. Calcule los angulos formados por el gradiente de la funcién f(x,y) = V3 4 y en el
punto (1,1) y los ejes de coordenadas.

19. Grafique las siguientes curvas en el plano o el espacio segin corresponda.

(a) ot) = (1, 1,1).

(b) o(t) = (1,1,2%).

(c) a(t) = (cos(t),sin(t),?).

(d) o(t) = (t —sin(t),1 — cos(t)).
(e) o(t) = (cos(2t),sin(2t)).

20. Determinar los vectores velocidad y aceleracion y la ecuacion de las rectas tangentes
a las siguientes curvas en t.

(a) o(t)

(b) o(t)

(c) a(t)
21. Encuentre curvas o que representen los siguientes conjuntos o trayectorias.

(a) {(z,y) 1y =e"}.

(b) {(z,y) : 42 + y* = 1}.

(c) {(z,y,2) 2> +y*+ (2 — 1)) =1,z =22+ ¢* 2z # 0}.

(6t, 3t%,83), to = 0.
(cos?(t),3t — t3,t), to = 0.
(sin(3t), cos(3t), 2t), to = 1.

22. Sean f(u,v,w) =u®+v3+wuy g(z,y) = rsiny. Dadas
u(t) =t* + 1,0(t) =sint,w(t) =t — 1y x(t) =sint,y(t) =t

caclule

(a) usando la regla de la cadena

(b) sustituyendo
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23. Sean f(u,v) = e sin(u® + v?), g(u, v,w) = In(u?® + v* + w? + 1). Dadas
w(z,y) = x+y,v(z,y) =y, wzy) =r—-y+1
calcule las derivadas parciales de las funciones
fluz,y),v(z,y) y g (u(z,y),v(z, y), w(z, y))

(a) usando la regla de la cadena

(b) sustituyendo
24. Calcule las derivadas parciales de las siguientes funciones:

(a) fla,y) = [ a2z + 2Pdz
(b) f(x,y) = f\% sin(zyz)dz
(C) f(ZL', Y, Z) = f527+2y Sin(l'z +yz+ t)dt

25. a) ;jPara qué valores de p € Ry es

) — (22 4 y?)P sin (ﬁ) si (x,y) # (0,0)
e { 0 i (@.9) = (0.0

RN

diferenciable en R??; Para qué valores de p es f de clase C'?
b) La funcién f se puede escribir como g(z? + y*) con g(t) = tPsen 1 sit > 0y

g(0) = 0. ;Qué conclusiones se obtienen si se estudia la diferencibilidad de g7

26. Sean f,g,h : R — R derivables y G : R? — R diferenciable. Calcule las derivadas
parciales de las siguientes funciones:

(a) F(z,y) =G (f(x)g9(y), f(x)h(y))

(b) F(z,y) =G(%y") (z,y>0)

(c) F(z,y) = G(z,G(z,y))

(d) F(x,y) = f(z)9® (si f(z) > 0 para todo = € R)
(&) Fle.y) =G (7 n(tyat, g(v))

27. Usando la expresion

z = f(xo,v0) + V f(x0,y0)(x — 2o,y — v0)
para una funcién f adecuada, aproxime (0,99¢%2)®.

28. Calcule la derivada direccional de f en z( en la direccién v siendo:
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(a) f(z,y) =sinzcosy zo = (1,1) v — <\/T§’\/7§>

1
7\/5

2 V2
(0»77—7>

:(ﬁ__S__3>
3 3 3

(b) f(z,y) = a* +In(zy) zo = (e, 1) v = (

(©) fla,y,2)=e(ay+22)  w=(0,1,0) =

N———

Sl

(d) flz,y,2) =y +yz+zoy  xo=(1,1,1)
(e) f(z,y,2) =2 +y>+22  x9=(1,1,1)

() flz,y,2) =2  x=(e,e,0)  v=(3 15 13)
Si f es diferenciable en zy verificar que la derivada calculada coincide con

Vf(xg) - v.

<
I
—
[
[
[
~—

29. Dada la superficie S = {(z,y,2) € R®: 2? +y? 4+ 2% = 1} . Muestre que el vector
v = <0, \/75, g) es normal a la superficie S en el punto <O, \/75, ‘?) e interprete este
hecho geométricamente.

30. Sea f(z,y) = z'/3y'/3
(a) Usando la definicién de derivada direccional, muestre que

of _of B
%(0,0)_%(0,0)_0

y que +ep, +es son las uUnicas direcciones para las cuales existe la derivada
direccional en el origen.

(b) Muestre que f es continua en (0,0).

(c) (Es f diferenciable en (0,0)?

31. Sean f,g : R® — R diferenciables en xq5 € R". Demuestre que la funcién definida
por h(xz) = f(x)g(x) es diferenciable en xq y

Vh(xo) = f(20)Vg(zo) + g(20)V f(20)

.Qué relacion existe entre las derivadas direccionales de h en zy en la direccion
v(||v]| = 1) y las derivadas direccionales de f y g en x en la misma direccion?

32. Muestre que la derivada direccional de f en el punto (zg,yo) en la direccion —v
(recordar que ||v|]| = 1) es igual a la derivada direccional de f en (zg,y) en la
direccion de v pero con el signo opuesto, o sea

0 0
a(ffv)(%u Z/o) = _8_£<x0’ yo)
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33. (a) Pruebe que si f : R®™ — R es diferenciable y tal que para algin v con |jv]| =1
se cumple que Df(z) - v = 0, para todo x € R", entonces en cada recta que
lleve la direccién de v, f seré constante.

(b) Construya ejemplos de lo demostrado anteriormente paran = 2y v = (1,0), (0,1)
11
y (757 75)
34. Calcule las derivadas direccionales de f en el origen en cualquier direccion v, ||[v]| =
1, siendo

s (3,y) £(0,0)
f(x,y)—{ 0 si (z,y)=(0,0)

35. Calcule ecuacién del plano tangente y de la recta normal, cuando existan, a las
superficies dadas en los puntos indicados

(a) 2% —cos(z)x +7 =0 zo = (7,0,0)
(b) zy — zln(y) +e™ =1 o= (0,1,1)
(c) zysin(y) + ze™ — 22 =0 zo = (4,0,1)
(d) cos(x)cos(y)e* =0 xo = (7/2,1,0)

36. Dada una funcién f : R? — R diferenciable en (zg,yo) vy h : R® — R definida por
h(z,y,z) = f(x,y) — z, vea qué relacién existe entre el plano tangente al grafico de
fen (zg,90) v el plano tangente a una superficie de nivel de h en (g, yo, f(z0, Y0))-

37. Encuentre los planos tangentes a la superficie
S={(z,y,2) € R’ : 2> + 2> + 32 = 21}
que sean paralelos al plano Il : x 4+ 4y 4+ 6z = 8.

38. Encuentre la direccién en que la funcién z = 22 + 2y crece mds rdpidamente en el
punto (1, 1).;Cudl es la magnitud ||V z|| en esta direccién? Interprete geométricamente
esta magnitud.

39. Si h(z,y) = 2e7*" 4¢3 denota la altura de una montaiia en la posicién (z,y).;En
qué direccién desde (1,0) deberia uno comenzar a caminar para escalar mas rapido?

40. (a) Muestre que si V f(xy) # 0 entonces —V f(xy) apunta en la direccién a lo largo
de la cual f decrece mas rapidamente.

(b) Una distribucién de temperaturas en el plano estd dada por la funcién f(x,y) =
1046 cos(z) cos(y)+4 cos(3y). En el punto (7/3,7/3) encuentre las direcciones
de mas rapido crecimiento y mas rapido decrecimiento.



Préctica 6 - Curso de Verano 2006. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales (UBA) 8

41. El capitan Ralph se encontré en el lado soleado de Mercurio y notdé que su traje
espacial se fundia. La temperatura en su sistema rectangular de coordenada en su
vecindad viene dada por

T(x,y,z)=e " +e e

Si él estd ubicado en (1,1,1). ;(En qué direccién deberd comenzar a moverse con el
fin de enfriarse lo mas rapido posible?

42. Sea F : R? — R? dada por F(x,y) = (e®cosy, e®siny). Pruebe que |DF (z,y)| # 0
V(z,y) € R? pero que F no es inyectiva.

43. Determine si las siguientes aplicaciones son localmente inversibles de clase C* en el
punto dado

(a) F(z,y) = (2% —y* 2zy) en (z,y) # (0,0)
(b) F(z,y) = (sinz,cos(xy)) en (mw, m/2)

44. Sea F : R? — R? dada por F(z,y) = (z3y + 32%y* — Tx — 4y, 2y + y).

(a) Demostrar que existe un entorno U C R? tal que (1,1) € U, un entorno
V C R? tal que (=7,2) € V y una inversa para F, F~1 : V — U, C! tal que
F~1(=7,2) = (1,1).
(b) Sean g : R*> — R una funcién C! tal que %(1, 1) =2, g—g(l, )=5yv=(%3).
d(goF~1
Calcular %(—7, 2).
45. Sea f(x,y,2) = 23 — 2y* + 2% Demuestre que f(z,y,z) = 0 define una funcién
implicita = ¢(y, z) en el punto (1,1,1). Encuentre g—“;’(l, 1)y g—f(l, 1).

46. Encuentre la solucién y = f(z, z) de 22 +y? — 2* = 0 en un entorno de los siguientes
puntos del plano xz y escribir explicitamente esos entornos

(a) (5,10)
(b) (0,64)

47. Determine las derivadas parciales de las funciones que quedan definidas implicitamente
en un entorno del punto dado mediante las relaciones

(a) flz,y) =32°—y?=1 P=(2,0)
(b) g(z,y) =2>+y’ +ay=3 P=(11)
(¢) h(z,y,2) =2 +2y* + 2% —3zyz—2y—8=0 P =(0,0,2)

48. El paraboloide 322 +2y? — 2z = 1 y la superficie esférica 22 +y?+ 22 —4y—22+2 =0
se cortan en el punto (1, 1, 2).
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(a) Hallar el plano tangente en dicho punto, probar que ambos planos se cortan
ortgonalmente y encontrar la recta de interseccion de los dos planos tangentes.

(b) Usando el teorema de la funcién implicita, probar que en dicho punto, las
dos superficies se cortan ortogonalmente y que la recta tangente a la curva de
interseccion de las dos superficies en dicho punto es la interseccién de los dos
planos tangentes.

49. Probar que existe una curva que es interseccién de las superficies z = 422 — 3% y
2?2+ 9% +2% =24 en el punto P = (2,—2,4). Hallar la recta tangente de dicha curva
en el punto P.



