Andlisis I - Matematica 1 - Analisis Matematico I
Resoluciéon del Primer Parcial (12/05/07) (Tema 2)

Por el tema 1 preguntar a Enzo Gentile

Bueno gente, a pedido de numeroso publico, acd tenemos una versién resuelta del parcial. En los
casos en los que vimos o encontramos dos posibles soluciones entendibles, o interesantes, o lindas,
pusimos las dos. La idea es que esto esta escrito como nos gustaria que se escriba un examen, salvo las
acotaciones entre corchetes, que esas son para senalar algunos problemas que vimos en varios parciales,
y nos parece que es necesario comentarlas. Obviamente, no deberia hacer falta aclarar que estas son
solo algunas formas de resolver los ejercicios, y nadie va a opinar que estd mal hacerlo de otra manera,
siempre que sea correcta. Por citar una frase trillada (y no muy cierta, pero tampoco muy falsa) hay
tantas formas de resolver un ejercicio como personas que lo resuelvan...

1. Analizar la convergencia de la integral impropia:
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Resolucion: Vamos a resolverlo de dos formas distintas. El primer paso, para que todo tenga un mejor aspecto es

el siguiente. Hacemos la sustitucion v = x — 1, du = dx. Entonces nos queda
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[ notar que el limite inferior cambié de 1 a 0, por el cambio de variable]

dx

Ahora hay dos opciones posibles. Vamos a ver cada una por separado:

Solucion 1: El integrando no estd determinado ni en el limite inferior ni el superior, es decir, hay un problema de
definicién en ambos extremos. Cuando pasa esto, elegimos un punto intermedio (que suele ser 1 por comodidad,

pero puede ser @ > 1y estd todo bien) y separamos la integral de la siguiente manera.
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[e] médulo desaparece porque estamos considerando u > 0].

Ahora basta ver que cada una de estas integrales converge. Notar que el integrando

1 =
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Esto da una pauta de cémo seguir. Haciendo comparacién con T cerca de 0, vemos que
U
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Luego, como fol % dr < 0o, la primera integral converge. Ademas
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Como f1+°° \/173 dxr < oo la segunda converge y la suma converge. Luego la integral converge.

Solucion 2: Habiendo llegado a que
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hacemos otra sustitucién, llamando ¢t = \/u; dt = ﬁdm. Efectuando la sustitucién, queda la integral
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Luego, la integral converge .
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2. Sea f(z) = x” +4x +4

a)
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Obtener la serie de Taylor de f centrada en xg = —2 y encontrar su radio de convergencia.
n
Solucidn: Recordemos que la serie de Taylor de e® =3~ | %, y que la serie centrada en -2 es simplemente

una serie de pontencias de (z—(—2)) = (z+2), es decir algo de la pinta Z an(z+2)". Entonces empezamos

n=0
asf: ) »
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W:(IJ’_Q)@ (+):(;r+2) ;T:;*:
_ f’: (-D)"(z+2)"
(n—2)!

Fijense que llegamos a una serie de potencias de (x+2) que coincide con la funcién en todos los puntos en
los que la serie converge, que son jtodos!, porque la serie de e converge absolutamente para todo valor de
T.

Pero la serie de Taylor es una serie como esta, y ademads es uinica, no hay dos series de la pinta de la serie de

2
Taylor que cumplan con estas propiedades. Luego, esta serie ES la serie de Taylor de la funcién %4?2—’_4'
a
Estimar f(—2%) con error menor que 1—(1)3.
Solucidén: Reemplazando ’77 en la serie encontrada en 1, vemos que queda
o~ (D" T e~ (D"
S D Y Sy
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Tenemos que el término general es de la pinta a,, = =2 Al ser =)l > 0 la serie es alternada,
tenemos que |an41] = L = L ! < ! = |an| (esto porque ——— < 1
Y e = T O T T A — ) (n—2)14" " (n—2)a” " POTAue 76, 1)

si n > 2). Es decir, el médulo del término general es decreciente.
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103 Haciendo la prueba, vemos

Luego, por el criterio de Leibnitz basta encontrar un N tal que |ani1| <

L ! < L Luego basta tomar
3145 61024 108" U8

que con N = 4 alcanza, pues |as| =

4
-1 1 1 1 25
—_— = = — & 4882
; (n—2)1a" ~ 16 64 512 iz~ 048

[El resultado que da por ejemplo mi calculadora con precisién de 12 decimales es 0.048675048941. Notar
que el error es del orden de 0,00015, y |as| ~ 0,00016 | O.

Estudiar para cada valor de a € R la convergencia absoluta y condicional de la serie:
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Solucion: En este caso era posible aplicar tanto el criterio de Cauchy como el de d’Alembert, y ambos
llevaban a la solucién. Veamos:
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El termino general es a, = (—1) T

con lo cual |an| =




» d’Alembert: Tenemos que
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[Recuerdo: Recordemos qué dicen ambos criterios: si el limite calculado es menor que 1, la serie converge
absolutamente, y por lo tanto converge (a secas); si el limite es mayor que 1, la serie diverge de la peor
manera: el término general no tiende a cero. El criterio de Cauchy y d’Alembert completos afirman que si el
respectivo limite da mayor que 1, entonces lim,— |an| # 0, lo cual basta para concluir que limy,—.o an # 0,
y la serie no puede ser convergente) y si el limite da 1, los criterios no nos dicen nada]

Recordando que el logaritmo es una funcién creciente, tenemos que

lim {/|an] =€ <1 <= a=Imne” <Inl1=0.

n— oo
Luego la serie converge absolutamente cuando o < 0. Por otro lado

lim Vl]an| =e*>1 <= a=Ine* >Inl=0.

n— oo

Luego la serie no converge cuando o > 0.
Falta analizar el caso en que el limite da 1, es decir a = 0, que es cuando Cauchy y d’Alembert no nos dicen
nada. En este caso, e* = 1, y la serie es simplemente

Sl =

Esta es por supuesto una serie alternada, y serie alternada nos lleva a aplicar el criterio de Leibnitz... Veamos

(a) La serie es alternada, obviamente.

(8) Tenemos que |a,| = %—ﬂ)

(7) tenemos que |ant1| < |an| < \/ﬁ < ﬁ < /n < v/n+1 (como estamos entre nimeros
mayores que cero, la funcién z? esc creciente, por lo que elevando al cuadrado ambos lados se conserva la
desigualdad) <= n < n+ 1, lo cual es cierto, luego la sucesién es decreciente.

Podemos concluir que por Leibnitz la serie converge.

Para la convergencia absoluta, basta notar que |a,| = T > L «= n > ./n,y siendo esto wltimo cierto,

n
tenemos que
(oo}

i |lan| > Z

Como esta tltima diverge, la serie de los valores absolutos diverge. Por lo tanto, la convergencia de la serie
original es condicional. []

b) Estudiar para cada valor de o € R la convergencia de la serie:

< _1In(n) sen(ﬁ)
—  n*+3

Solucidn: El término general de esta serie (llamémosla S) estd lleno de cosas feas, como logaritmos, senos com-
puestos con inversas de raices cuadradas y etc. La idea seria ver el comportamiento del termino general de la serie
?para n grande”, y tratar de hacer desaparecer algunas de esas cosas feas. Vamos por partes, dijo el descuartizador:

1 . _ P -
\F)— =1y por tanto sin ﬁ ~ ﬁ = n~1/2 Fijense que esto es basicamente reemplazar
N

que es algo que no sabemos muy bien como controlarlo (jes creciente todo el tiempo, oscila? jcémo va el

Sabemos que hm sin(

sin \F’



gréfico?, etc.) por ﬁ, que es un bicho que conocemos bien. Ahora, con la misma idea, nos metemos con el resto
de los términos. ;Qué pasa con ese n® + 3?7 Notar que si a > 0, cuando n sea grande, n® va a ser grande, porque
la potencia es positiva, y cuando n® sea grande, el 3 no va a hacer ninguna diferencia. Ahora, si a < 0, estamos
agarrando n, que se hace muy grande, y elevindolo a una potencia negativa, asi que eso se hace muy chico, y
entonces ja la larga sélo importa el tres!. Finalmente, si « = 0, entonces n%ﬁ = 1/4Vn. Tomando limite, tenemos
que
1 st a>0
My — 0o ”:;”'3 = 1/4 si a=0
1/3 si a<O0

Observacion extra:

In(n) sin =
msin g

>1=
"= n* +3

{Por qué es esto? Tanto el logaritmo como la potencia son siempre niimeros positivos, asi que falta ver el seno,
y este es positivo porque el seno es positivo en el primer cuadrante (es decir, x € [0,7/2] = sinz > 0, y
0<1/y/n <1< 3/2< 7/2). Entonces resulta que efectivamente, todos los términos son positivos, y podemos
comparar sin preocuparnos por poner médulo. Como el comportamiento de la serie es distinto si @« > 0, a =0 o
a < 0 separo esos tres casos, y usando los limites que ya calculamos, tenemos que:

Caso 1: (a < 0)

_ In(n)sin ﬁ BV sin ﬁ 11
lim - = lim I - =
n—oo N+ 3 In(n) noeo —o n® + 3 3
Caso 2: (a =0)
- In(n) sin \/1% S Vn - sinﬁ 1
0 = 1 =

Vemos que en ambos casos, S converge si y sélo si Y % converge. Esta tltima serie es claramente divergente,

lo que se puede ver comparando con 3 .

Caso 3: (a > 0)

In(n) sin ﬁ not1/2 a

|
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lim 1 € (0, 00) Del analisis hecho hasta el momento, puede verse

. = — =
n—oo n® +3 ln(n) n—oo 7= ne +3
> In(n)
que alcanza con estudiar la convergencia de E 1 bues esta tultima se comporta igual que nuestra serie.
ot d
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Estd claro que si a < 3 la serie 1 no puede ser convergente. Esto se ve por comparacién directa con

E , il
n=1 n 2

oo

Z —o1 duees claramente divergente pues el exponente de n es menor o igual que 1. . La parte mas dificil
atl

n=1 n 2

es ver que si a > %, el logaritmo del numerador ”"no molesta”. Es una vez més la idea de que In(n) pierde con

cualquier potencia de n. Veamos cémo justificar bien esto. Supongamos que o > % Como la desigualdad es

estricta, podemos elegir un nimero ( tal que % < B < a. También sabemos (esto se puede usar sin demostrar)

que existe un no € N tal que In(n) < n®~*? para todo n > ng pues o — 8 > 0. Entonces,

In(n ne# 1
(n) < - = - para todo n > nog.
na+§ nﬁ+§

nots

oo
Como ( > %, resulta que la serie Z
n=1T

— converge. Por comparacién con esta ultima serie, nos queda que la
p+3

oo
. In(n
serie E ( 1) converge para todo a > %

Conclusion: La serie S converge sélo para o € (%7 ~+00)



4. Sea f : R? — R la siguiente funcién:

a)

y'(x+1)
flzoy) =19 lz+1P+2|yP
1 (z,y) = (=1,0)

Probar que f no es continua en (—1,0).

Solucidn: Veamos algunos limites por rectas [un detalle... muchos tomaron la recta y = 0 y = mz o por
x = 0 con y tendiendo a 0... f{jense que en este caso, el punto al que nos queremos acercar es el (—1,0), y
ininguna recta de la forma y = ma pasa por este punto (ni hablar si tomamos x = 0)!].

Una recta conveniente es, por ejemplo, y = 0, y reemplazando y = 0, tomamos limite cuando x tiende a -1.

4 4
3 y(z+1) , 0*(z+1) ; (x+1) ,
@1 e+ IP+2 [ eoi |z + 1P +2[0F  eoti jz + 1P et

[Dos cosas: uno, no importa que en el limite quede una indeterminacién por cero, porque nos estamos fijando

en puntos en los que z # —1, y en todo el camino por el que nos acercamos la funcién vale cero. Dos, jcon

esto basta para ver que la funcién no es continua! Encontraron un camino por el que se acercan a (-1,0)

y lim f(z,y) # f(—=1,0). jLuego, la funcién no puede ser continua! muchos probaron con acercarse
(z,0)—(-1,0)

después por la recta x = -1 (o variantes més exéticas). Fijense que no importaba lo que diera este limite, ya

la funcién queda discontinua porque hay un camino por el que nos acercamos, y el limite difiere del valor

;

de la funcién ahi]
Para los que quieran ver otro limite, si nos acercamos por x = -1, tenemos que

vz +1) ) yH(=1+1) , y*0 y!

lim = lim lim 0——
(—1y)—(10 [T+ 13+ 2 [yl*  v=0 [ -1+ 13 +2[y[3 y—0 2[y[3

=1 g~
=21 05+ 2[[yP

=0.

Otra vez, s6lo importa lo que pasa cerca del 0, pero no en el cero, y como en estos puntos la funcién vale
0, el limite da 0. Adem4s, esto nos motiva a pensar que es posible que el limite doble (es decir, con (x,y)
tendiendo simultdneamente a (-1,0)) da 0. O

Redefinirla en (z,y) = (—1,0), si es posible, de manera tal que resulte continua en R?

Solucidn: La redefino: f(x,y) = 0 en todas partes y ya estd, queda continua. Uy, no, Nino me mata si pongo
esto, a ver...

Ya vimos que los limites por un par de rectas daban cero, asi que probemos con redefinirla en (-1,0) como
0.

[Fijense que si va a quedar continua, 0 es la inica eleccién posible. Pueden convencerse hasta el hartazgo de
que acercandonos por rectas, parabolas, cibicas, cénicas o trayectorias tangenciales al campo gravitatorio
que emana el punto (-1,0), el limite da cero. Acéd les muestro que efectivamente el limite por todos los
caminos da 0]

Para ello, tenemos que ver que si yo tomo un € > 0, tengo un § > 0 que hace que la funcién sea pequena
cuando (x,y) estd a menos de d del punto (-1,0). Planteamos tentativamente ||(z, y)—(—1,0)|| = ||(z+1,v)|| <
0. Vamos a sacarle un poco de jugo a esto.

Notar que como |z + 1| y |y| son ambos menores que la norma, queda que |z + 1| < 4, |y| < §. Un poco
més interesante es la siguiente desigualdad. Recordemos que |z| < ||(z,y)|| £ V2 {maz|z|, |y|}. Esta es la
desigualdad que nos permite acotar denominadores!

[Muchos tienen problemas acotando el denominador. No se olviden que la funcién g(t) = t~" es decreciente,
asf que al dar vuelta las fracciones, las desigualdades se invierten . No puedo decir que como |y| < 4, entonces
1/ly| < 1/6. En realidad,lo correcto es que |y| < 6 = 1/|y| > § y nosotros queremos acotar 1/|y| para que
sea chiquito, no més grande que alguna cantidad...]

Veamos como usarla:

ly*ll(= + 1) [I(z + 1, )llll(= + L, y)l*
llz 4+ 1> + 2 Jy[?| |z + 1> + 2 [yl

| y'(z+1)
[z + 113 +2 |y|3

(%)



[Acd es donde muchos se trabaron, porque reemplazaron la norma por < § y no supieron qué hacer con el

denominador: Fijense que necesitamos acotar el denominador por algo mds chico , para finalmente poner un
€ adelante de todo y sacar una condicién sobre el §. En general mi consejo es esperar hasta no tener nada
que acotar en el denominador y recién acotar por &, pero eso varia segin a quién le pregunten, y no les van
a poner mal si finalmente lo hacen bien...].

Seguimos asf:

[|(z + Lyl
\/ﬁ )

l‘+1,y)||3 3 3
RTINSz + 1P + 20y >

|z + 11> + 2[y|* > maz {|z + 11 |y’} > €

de lo que se deduce que
1 < V2
lz+ 1P+ 2yl ~ [l(z+ 1,9

(porque al invertir las fracciones, la desigualdad se da vuelta). Volviendo a &:

V2
@+ L,y)IP

@+ 1Lyl [z + Ly)ll* (@+ Lyl =V2||(z + 1,y)II* < V26

1
- - <
|z 4+ 112 +2 |y|® =<l

Fijense que sélo al final de todo, cuando ya acoté todo y no queda nada en el denominador salvo constantes,
recién ahi acoto la norma por §. Para que esto quede mas chico que €, basta tomar § < % O



