Analisis I - Practica 4

Primer Cuatrimestre de 2007.

Funciones de varias variables. Limite y continuidad

1. Siz € R™, ponemos ||z| = />, z?

2.
a) Muestre que si x € R™, se tiene que
1) o < =), sii=1,...,m;
2) |lz|]| < /n-méx{|z;| :i=1,...,n};
3) méx{|z;|: 1 <i<n} <|z|| <vrnmix{|z;|: 1 <i<n}. Describa geométricamen-
te esta doble desiguadad.

b) Usando lo hecho, concluya que:
{z € R": V/nméx|z;| <r} C{x e R": ||z|| <r} C {x € R" : méx|z;| < r}.

¢) Sea A C R™. Muestre la equivalencia de los siguientes dos enunciados:

1) A es abierto;
2) cualquiera sea y € A, existe r > 0 tal que

{z e R" :méax |z, —y;| <r} C A.

2. a) Muestre que los siguientes subconjuntos de R? son abiertos
1) A={(z,y) eR?: 1 < 2? + 9> < T}
2) B={(z,y) eR?: 2z +y > 1};
3) C={(z,y) eR?2:x#A0Vy#0}.
b) Dé un ejemplo de un conjunto en R? que no sea ni abierto ni cerrado.

3. Para cada uno de los siguientes conjuntos A C R?, calcule 04, A, A\ Ay A\ 0A:

{(z,y,2) eR? : 2? + 4% + 2% < 1)

{(z,y,2) ER® 122 + 92 — 2 < 1Az <2}

={(z,y,2) eR3: 22+ —2< 1A+ 9>+ (2 +1)2 < 1};
d) A={(z,y,z) eR®:2? + > <1 A2 +y* <1/2}.
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4. Determine cuéles de los siguientes subconjuntos de R? son cerrados y acotados:

5. En cada uno de los siguientes casos, encuentre una sucesion de puntos de A que no posee
ninguna subsucesion convergente a un punto de A:

a) A= B;(0) C R?%



b) A={(z,y) eR*:2>0Ay >0}

6. Dé el dominio de definicién para cada una de las siguientes funciones y grafiquelo:

(@) flz,y) =In(16 —a® —y*)(@® +y° —4)  (b) f(z,y) = /6 — (2x + 3y)

1 . 1
(c) f(mvy)=m+vy—$ (d) f(%y):;

In(1 —y + 2?) Yol
=T an. = ——dt
(&) flay) === 0 1= [ 5
cos T sin 2y
(9) flz,y)= \/TT% (h) flz,y) = (1)
7. Encuentre las curvas de nivel de las siguientes funciones:
(@) flr,y)=z+y () flz,y) =27 +y°

(© flz,y) =y ) fz,y) = =

2

(e) flwy)=a"—y’

8. Estudie las superficies de R3 representadas por las siguientes ecuaciones y diga cuales de
estas superficies son la gréfica de una funcion z = f(x,y).

(a) z=22%+9° (b) 22:1—952—%
1
= d 3z4+2y—2=0
© 2= (@) 3r+2y->
2 2
() z=2a%y?+1 (f) 2T Y
2 3
Y
(9) 62 +y*—22 =1 (h) z=—=, conxz >0
NZ2
9. Encuentre las superficies de nivel de las siguientes funciones:
(o) u=z+y+=z (b) u=a*+y* - 2>
() u=a?+y*+2> (d) u=2*4 2y
10. a) Usando sdlo la definicion de limite demuestre que:
a lim x4+y=1 b lim Ty = —8
(a) (2,y)—(1,0) Y ©) (z,y)—(-18) Y



b) Sie=1,e=1/100 6 € = a2, encuentre 6 > 0 tal que

H(-T7y) - (_178>|| <0= |‘Ty+8| <e

11. Pruebe que:

a lim 2% +vy® — 2y =39 b Iim 2e®™ =0
(@) (z,y)—(7,2) Y Y ®) (z,9)—(0,1)
c lim e’ =1 d lim  sin(zcosy) =0
(©) ($7y)—>(0,1)y (@) (z,9)—(0,3) ( v)

sin 2%y y? +cos(m—x) 8
e lim ——==0sic#0 llm —-"——t==
(©) (@)= (c,0) T2 — y? # ) (,9)—(0,3) Yy 3

12. a) Sea f: B,(a,b) — R tal que ( %un( ) f(z,y) = 0. Pruebe que:
x,y)—(a,
L sing(r)

im =1.
(@y)—(ab)  f(z,y)

b) Sea f: B.(a,b) — R tal que ( %IIH( ) f(z,y) = +00. Pruebe que:
x,y)—(a,
In f(z,y)

lim = 0.
(@y)—(ab) f(z,y)

¢) Calcule:
sin(x? + y?)
im ——>2;
(20)—(00) 2% +y?
sinzy

1)

2)

9

im
(z,y)—(0,2)
3 lim 22 + %) In(2? + 2).
) (I,y)—>(070)( y) In( v

13. Analice la existencia de los limites restringido a los ejes coordenados y del limite doble de las
siguientes funciones en el origen:

(@ Jey) =7 T
(c) f(x,y)=Tiy2 (d) f(x,y):SiI;x
(€) fla.y) =]’ f) f(x,y):m
W fen=RGE0 ) ) =6
0 =L ) fea =t



oy B 2% +y?
() o) = ) o) = —mmmrtey
(m) flzy)=wsin® tysins () f@w)zﬂng

Wt g — 1
0 T,y = ——"—"F—
©) Sy ="—p

14. Demuestre que las siguientes funciones tienden a cero si (x, y) se aproxima al origen a lo largo
de cualquier recta, pero que para ninguna de ellas existe el limite cuando (z,y) — (0,0)

iyt 2 12
(a) f(%y):m (b) f(%y):m (c) f(%y):m
15. Estudie la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados
S si 0,0);
0) flag) = o EDFO0 gy 0,0
0, st (z,y) = (0,0);
ly[*(L+x)Y, si(z,y) # (0,0) y x> —1;
b JY) = en (1,0 0,2);
) fay) {L oo 1 (1,0)y (0.2)
¢) f(z.y) = sin(wcosy) en (1,1) y (0,2);
i 0 0;
d)ﬂmw{x+% HEFOCVAL e 0,0) v (1)
1, en otro caso;
1, siay#0;
6) f(mvy) = . en (130) Yy (_1a2)'
0, sixy=0;
16. Consideremos la funcion f(x,y) =z -y - sin % sin i
a) Calcular su dominio natural.
b) Determinar si es posible extenderla a R? de modo que resulte continua.
17. Encuentre los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:
2 2 1
(a) f(z,y) =In(="+y°) (b) flx,y)= T2
—22—y
sinzy
©) fa.) =l @) Sy ="
Y
gcy—i-l %7 S1 (.’Ii,y #(070)7
(& x, = x, — zeTY
(e) flz,y) oy (f) f(zy) {07 i (2.4) = (0,0)



18.

19.

20.

21.

22.

23.

Demuestre que la funcién
fay) = [P @) # 00
’ 0, si (x,y) = (0,0);

es continua respecto de cada una de las variables por separado pero no lo es como funcién
de ambas.

Estudie la continuidad de las siguientes funciones:
a) f(z,y) = (2%, €%);
in(z?1y? 24y
D) flayy) = (B, s,

Sea f: {(x,y):x # 0} — R dada por

22y sin xeY

SibeR,calcule lim  f(x,y).

(z,y)—(0,b)
a) Sea f: B1(0) C R? — R dada por f(z,y) = m Muestre que f es continua y no
es acotada.
b) Sea g : B1(0) C R? — R dada por g(z,y) = ||(z, y)||. Pruebe que g es continua y acotada
pero no alcanza su maximo en Bj(0).
sin(z2y)
S =—"
ca f(x7y) ln(l _ $2)
a) Encuentre el dominio D de f y grafiquelo.
b) Dado ¢ = (q1,¢2) € Fr(D). ;Existe lim flx,y)?
Definimos F': RY — R como

xr1 T2 I3
F(z1,x9,...,29) =det | x4 =5 x¢
Tr Tg T9

a) Sea a € R?. Muestre que si F(a) # 0, entonces hay un entorno U de a tal que si z € U
entonces F(x) # 0.

ap az as
b) Concluya que si a € R? es tal que la matriz [ as as ag | es inversible, entonces existe
ar ag Qg

Tr1 X9 T3
un entorno U de a tal que si x € U, la matriz | x4 =5 g | también lo es.
Iy Tg X9



