ANALISIS T - MATEMATICA 1 — ANALISIS 1T (COMPUTACION)

PRACTICA 1

Preliminares

1. Resolver las siguientes inecuaciones:

a) lx+3| <1 b) 3z — 1| < |z — 1| ¢) lzr—3l>1
Tz —2

d 3 <1

TR I

2. Representar los siguientes conjuntos en R:
a){z: |z -1 <1,z ¢7Z} b) {r: |z —3|<|2—x|}
c) {xr:0 < a2? <23}

3. Representar los siguientes conjuntos en la recta real:

a) A={zeR:|z+3|+ |z -9 > 2}
b) B={z eR:|lz+2[—|z—1|| <1}
) C={zeR: |23 -1|+|2—2% =1}

4. Sea a > 0. Determinar para qué valores de b se verifican cada una de las siguientes condiciones:

a) la+b| = |a| + |b] b) la+b| < |al+ |b]
¢) la =0 = |af + [0] d) |a —b| <lal + [b|
e) |lal — [bl| = |a — b £ llal = [bl] < la —b]

5. Sean a y b numeros reales. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuéles no.
a) a < a? b) a <b=a%<b?
c)a>0=ab>b. d) a +b > méx{a,b}
Indicar en cada caso, si es posible, para qué valores de a y de b son validas las afirmaciones anteriores.

6. Sean 0 < z < y. Probar que z < /2y < % <.

7. a) Mostrar que los siguientes conjuntos no estan acotados superiormente:
1) Rso;
2) {n € N:3m e N con n =m?}.
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b) Mostrar que los siguientes conjuntos no estan acotados inferiormente:
1) Z;
2) {z71: 2 <0}
3) Im(f) donde f(z) = —a% + 2z + 1.

8. Determinar si los siguientes conjuntos poseen supremo, infimo, maximo y minimo. En caso de
poseerlos, calcularlos:

a) {n e N:20 < n < 35} b) {E° . p e N}

n

o) {t:neN} d) {225 :n € N}

9. a) Probar que el conjunto A = {a € Q: a® < 2} no tiene maximo ni supremo en Q.
b) Probar que el conjunto B = {a € Q : a®> > 2} no tiene minimo ni infimo en Q.
Sugerencia: en (a) mostrar explicitamente que, dado a € A, existe un elemento mayor que a en A

y en (b) proceder analogamente.

10. Calcular

a) sup{g‘—::neN} b) sup{vlgfn1 :n € N}
¢) mf{(1+ )" :neN} d) inf {n? —9n — 10 : n € N}

11. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (justificar la respuesta con una demostracion
o un contraejemplo):

a) Si nlingo a, = 2 entonces a,, > 0 para todo n € N.

b) Si nan;o a, = 2 entonces existe ng € N tal que a,, > 0 para todo n > ng.
¢) Sia, < 2 para todo n € N y converge, entonces nan;o an < 2.

d) Sia, <2-— % para todo n € N y converge,entonces lim a, < 2.

n—oo

1
12. Calcular £ = lim ntl y determinar, para cada ¢ > 0 de la siguiente tabla, un valor ng = ng(e)
n

n—oo

tal que |2 — (| < e sin > n.

e | 0,110,027 | 0,00001 | 106
|

no | | |
13. Probar los siguientes limites:
) i + C -
a im a, = +o00 con a, = — _-
s VY= S
1 1

b) lim a, =1 con a, =

1
—t "t .
n—oo 1/nZ ’/Tl2+1 1/nQ +n
Sugerencia: Notar que, en ambos casos, a, consta de una suma de n + 1 términos.

14. Sea a,, = 42;}0.

a) Encontrar ny € N tal que para todo n > ng se cumpla que 3 < a,, < 5.

b) Encontrar méx{a, : n € N} y min{a, : n € N}.
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15. Probar que toda sucesién convergente es acotada.

16. Sea A C R un conjunto acotado y sea s = sup(A). Probar que existe una sucesion a,, contenida en
A que converge a s. Probar el resultado analogo para el infimo de A.

17. Sea a,, una sucesiéon mondtona acotada. Probar que a,, es convergente.

18. (Aproximacion de la raiz cuadrada de b > 0) Considerar la sucesion definida de la siguiente manera:

=a>0 _1 +b
ar =a an+1—2 2% an

a) Probar que existe ng € N tal que a,, es decreciente todo n > nyg.
b) Probar que a, estd acotada inferiormente (ver ejercicio 6).

¢) Probar que lim a, = vb.

n—oo
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Métricas y topologia en R"

19. Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones en R?. Representar las soluciones en el plano.

a) {(z,y) eR? 1w —y* < 2}
o) {(z,y) €R? : 2 +y* <1}
e) {(z,y) €R?: |z] +[y| < 3}

9) {(z,y) € R? : méx{Jz[; [y|} = 1}

b) {(z,y) €R*: |z —y| > 2}
d) {(z,y) eR? : 2% +y*> =1}
@y eR?: e =2/ +y+1[ =1}

h{(z,y) € R? : max{|]; [y|} < 1}

20. Para cada x € R", se define ||z|j2 =

a) Mostrar que si z € R”, se tiene que

[#]loc = max{[z;] :i=1,...

;n}

1) ‘.’[1‘ < ||CCH2, sit=1,...,

2) |lzll2 < v/ [[@]loc

3) 2]l < |lz]l2 € V7 ||#||co- Describir geométricamente esta doble desigualdad.

n;

b) Usando lo hecho, concluir que:
{xeR": Vn ||z)loc <7} C{z eR":|z]2 <r} C{z €R™: ||2]o <7}
¢) Sea A C R™. Mostrar la equivalencia de los siguientes dos enunciados:

1) A es abierto;
2) cualquiera sea y € A, existe r > 0 tal que

{reR": |z —yllo <7} C A
21. a) Mostrar que los siguientes subconjuntos de R? son abiertos
1) A={(z,y) eR?: 1 < a? +9% < T}
2) B={(z,y) €R?*: 22 +y > 1};
3) C={(x,y) eR?>:2#£0Vy+#0}.
b) Dar un ejemplo de un conjunto en R? que no sea ni abierto ni cerrado.
22. Para cada uno de los siguientes conjuntos A C R3, calcular 94, A, A\ Ay A\ 0A:
a) A={(z,y,2) eR’:a® + ¢ +2° < 1};
b) A:{($7y72) €R3:$2+y2—2< 1/\Z<2};
¢) A={(z,y,2) ER®: 22 +y? — 2 <1AL? + 92 + (2 +1)2 < 1};
d) A={(z,y.2) ER®: a2 +y? <1A2?+y? > 1/2}.

23. Determinar cuales de los siguientes subconjuntos de R? son cerrados y acotados:

a) K1 = B1(0) = {(z,y) e R? : 22 +y? < 1};
b) Ko = {(z,y) e R? : 2% + ¢y < 1};

c) Kg—{(xy)€R21m>O/\y>0};

4) Ky ={(0,1):n €N

e) K5—{( Y ER?:0< 2 <1Ay=0}.

24. En cada uno de los siguientes casos, encuentre una sucesion de puntos de A que no posea ninguna

subsucesiéon convergente a un punto de A:

a) A= B1(0) C R
b) A={(z,y) eR?:2>0Ay >0}



