ANALISIS T - MATEMATICA 1 — ANALISIS 1T (COMPUTACION)

PRACTICA 2

Funciones de R"” en R™

1. Dar el dominio de definicién para cada una de las siguientes funciones y graficarlo:

a) fz,y) =16 — 2* — y*)(a® + y* — 4) b) flz,y) = /6— (2z + 3y)
1 1

c) f(fcyy):\/TTyQ‘*‘vy—m? d) f(%y):;

O flay) = 2LIHT) N s = [ g

cos T sin 22y

9) f(xay):\/TTyQ h) f(%y):m

2. Encontrar las curvas de nivel de las siguientes funciones:

a) flz.y)=z+y b flz,y) =a® +y*
o) fla.y) = vy d) fley) =5

e) f(z,y)=a®—y

3. Estudiar las superficies de R? representadas por las siguientes ecuaciones y determinar cuéles de
estas superficies son la grafica de una funcién z = f(z,y).

Y 1
a) z = 222 4 > b) zzzl—xQ—? c) Z:m
22 2
d) 3x+2y—2=0 e) z=x*y*+1 f) ZZ:?_E_Q
g) 62 +y* -2 =1 h) z:%, conz >0

4. Encontrar las superficies de nivel de las siguientes funciones:

a) u=zx+y+z b) u=2a%49y* 22

c) u=a+y*+ 22 d) u=ax*42y>
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Limite y continuidad

5. ;A qué distancia de 16 basta tomar x para asegurar que:
1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
— € (0,2)? b)) =¢e€(=——,-+=)7 — €
o 5 €0.3) ) FG w1 9 EE!
6. Analizar la existencia de lim,_,, f(x) para cada a € R siendo:

- —\?
4 1000 4 + 1000)'

T
a) f(z) ==z — [x]. b) f(z) = Bk c) f(z) = |z| + [].
( [x] denota la parte entera de x.)
7. Calcular, si existen, los siguientes limites:
x : 21 _ 2
a) lim ¢ tsmw b) lim [T = 2" ¢) lim zsinx
z—+00 €% 4 coS T z—3+ 12 -9 z—+400
1w i In(1 + ¢*
d) lim . e) lim S f) lim In(1 +¢*)
z—0 In |z| z—+o0 T z—+00 x
g) lim (1 + z)'/tane h) lim e -1 i) lim (cos z)/®
x—0 x—0 x x—0

8. (a) Usando solo la definicion de limite demostrar que:

i. lm z4+y=1;
(z,y)—(1,0)

ii. lim Ty = —8.
(z,y)—(-1,8)

(b) Sie=1,e=1/100 6 ¢ = &, encontrar § > 0 tal que
(@, y) = (=1,8)| <d = [zy + 8 <e.
9. Probar por definicién que si (z,y) — (2,3) entonces ysen(xy — 6) — 0.

10. Probar que:

a lim 2?4 y? — 2y = 39; b lim  sin(xcosy) = 0;
) (z,y)—(7,2) Y Y ) (z,9)—(0,3) ( v)
2
— 8
0 lim e =0; g tm  YTesrmo) 8
(z,y)—(0,1) (z,y)—(0.3) Yy 3
sin 22y

e) ye® = 1; ) =0sic#0;

1m 1m
(z,y)—(0,1) (z.y)—(c,0) 22 — y?

11. (a) Sea f: B.(a,b) — R tal que ( %Hn( » f(z,y) = 0. Probar que:
xr,y)—(a,

. sin f(z,y)
hm —_—
(z.y)—(ab) f(z,y)

(b) Sea f: B.(a,b) — R tal que ( %un( ) f(z,y) = 4+o00. Probar que:
x,y)—(a,

In f(z,y)

lim =0.
(@y)—(ab) f(z,y)
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12. Calcular:
(@ fm  SEY)
(@)—00) a2+y? 7

sin xy
(b) ;

im
(z,y)—(0,2) @

¢ lim 22 + %) In(z? + 4?).
(c) (m,y)—»(0,0)( yo) In(z” +y°)

13. Analizar la existencia de los limites restringido a los ejes coordenados y del limite doble de las
siguientes funciones en el origen:

@) fwy) =T ) J@y) =

) Jo.y) = 2, ) Sl = il

) Jlo) = L), ) fa) = ol

o) fay) = LD, W) Fa) = @+

) fay) = LA D e =1+

B S = s ) =
m) f(a.y) = ln (2 + 1) m) @) = @+ 3) I +47)
0) flsy) = wsin - +ysin p) flay) =sin

14. Demostrar que las siguientes funciones tienden a cero si (x,y) se aproxima al origen a lo largo de
cualquier recta, pero que para ninguna de ellas existe el limite cuando (z,y) — (0,0)

4,4 2
Y

a) f(z,y) = Gy b) flz,y) = mir—;
@9y 2.
02 2 sil0<y<z
c z,y) = 22 . d z,y) = a0 ’
) Jey) = ) f@) {07 en otro caso.
15. Sea f :R? — R la siguiente funcion:
vl ) (@) # (-1.0
—r x, -1,
fay) =3 Trifr2P !
1 (z,y) = (=1,0)

(a) Probar que f no es continua en (—1,0).

(b) Redefinirla en (z,y) = (—1,0), si es posible, de manera tal que resulte continua en R2.
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16. Consideremos la funcién
o101
flz,y) =2 -y-sin—sin —.
T Yy

(a) Calcular su dominio natural.

(b) Determinar si es posible extenderla a R? de modo que resulte continua.

17. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados

E s (ay) # (0,0

O, si (Jf,y) = (O’O)7 en (170) y (070)7

(@f@MZ{

0,0) y > —1;

(1 +)¥, si(z,y)
si (0,0);

z,y
1, (z,y)

It

(b) f(xvy) = { en (1’0) y (0a2)§

(¢) f(z,y) =sin(zcosy) en (1,1) y (0,2);

x4y, sizx#0ey#0;

en (0,0) y (1,1);
1, en otro caso;

(@fmw={

1, sizy#0;

en (1,0 —-1,2).
0, siaxzy=0; n (1,0)y ( )

(@f@MZ{

18. Probar que la siguiente funcién no tiene limite cuando (z,y) — (0, 0).

sen(zy)

f(x,y) = |1‘—y|

Sugerencia: Mostrar antes que nada que si el limite existe debe valer cero. Después, calcular el
dominio de f. Finalmente, elegir:

e PLAN A: Encontrar alguna trayectoria que pase por el origen sobre la cual f no tienda a cero.

1 1

e PLAN B: Considerar la sucesién de puntos p,, = (;, T

cero y calcular el lim f(p,).

), probar que esta sucesion tiende a

e PLAN C: Probar si el limite es cero entonces debe existir un entorno del origen en donde f
esté acotada. Mostrar que esto tltimo no puede ocurrir.

19. Analizar la existencia de limite en el origen para
e+ 1

@)= vy

20. Probar que si ||(z,y) — (1,0)| < 3 entonces (z — 1)? + y2|z| > 3 ((z — 1)? + y?).
21. Estudiar la continuidad de f en el punto (1,0).

4
St s (@) #(1,0)
fla,y) =

0 si (x,y) =(1,0)
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22. Estudiar la continuidad de f en el origen de coordenadas.

zy? —tan(z?y)

fl@,y) =
0 si (xz,y) =(0,0)

23. Demostrar que la funcion

[ F, si(@,y) # (0,0);
fley) = {0, G @) = (0,0)

es continua respecto de cada una de las variables por separado pero no lo es como funciéon de ambas.

24. Probar que si g : R — R es continua en # = a y la funcién f : R? — R esta dada por f(z,y) = g(x),
entonces f es continua en todo punto de la recta (a,y). Usar esto para probar que las siguientes
funciones son continuas en todo R?:

(a) f(w,y) = sen(r). (b)  f(z,y) = sen(a?) + V.

25. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones

sen (x2 + 4 ey
() f(y) = (o, ¢) “>ﬂ%”:< ;+¥”’ ﬂ+fj

26. (a) Sea f: Bi(0) C R? — R dada por f(z) = Probar que f es continua y no es acotada.

1
1—(lfl*

(b) Sea g : B1(0) C R? — R dada por g(z) = ||z||. Probar que g es continua y acotada pero no
alcanza su maximo en B;(0).

sin(z?y)

27. Sea f(z,y) = (1 —22)

(a) Encontrar el dominio D de f y grafiquelo.

(b) Dado g = (¢1,q2) € Fr(D). ;Existe lim flz,y)?
(@,y)—(q1,92)

28. Definimos F : R? — R como

r1 X9 I3
F(x1,x9,...,09) =det | x4 x5 g
7 Tg X9

(a) Sea a € RY. Mostrar que si F(a) # 0, entonces hay un entorno U de a tal que si z € U
entonces F(x) # 0.

ayp az ag
(b) Concluir que si a € R? es tal que la matriz [ ay a5 ag | es inversible, entonces existe un
ar ag ag
xr1 T2 I3
entorno U de a tal que si x € U, la matriz | x4 =5 x¢ | también lo es.
Tr Tg T9



