ANALISIS T - MATEMATICA 1 — ANALISIS 2 (COMPUTACION)

PRACTICA 4

Diferenciacion
SEGUNDA PARTE

1. Sean f(u,v,w) = u? +v3 +wu y g(x,y) = wsiny. Ademés, tenemos la siguiente dependencia
respecto de t,
u(t) =t* + 1,0(t) =sint,w(t) =t — 1y x(t) = sint,y(t) = t,

donde ¢ es una nueva variable. Bajo estas condiciones, calcular las derivadas respecto de t de las
funciones

f(u(t),v(t),w(t)) y g (=(t),y(t)),

en dos formas diferentes:

a) usando la regla de la cadena

b) sustituyendo
2. Sean f(u,v) = e’ sin(u? + v?), g(u, v, w) = In(u? + v? + w? + 1). Dadas
U(l’,y) = x+y,v(m,y) = Sﬂy,’UJ(Sﬂ,y) = x7y+ 1
calcular las derivadas parciales de las funciones
flu(z,y),o(z,y) v g (u,y),v(z,y), wz,y))
a) usando la regla de la cadena
b) sustituyendo
3. Sean f,g,h: R — R derivables y G : R? — R diferenciable. Calcular las derivadas parciales de las
siguientes funciones:
a) F(z,y) =G (f(x)g(y), f(x)h(y)) b) F(z,y) =G(%,y") (x,y>0)
¢) F(z,y) =G(z,G(z,y)) d) F(x,y) = f(x)9®) (sif(x) >0 Ve € R)

4. a) ;jPara qué valores de p € Ryq es

o) — (2% + y*)P sin ﬁ si (x,y) # (0,0)
fz.9) { 0 ( ’ ) si (z,y) = (0,0)

diferenciable en R2?;Para qué valores de p es f de clase C'1?

b) La funcién f se puede escribir como g(x2 + y?) con g(t) = tPsen L sit > 0y g(0) = 0. ;Qué

¢
conclusiones se obtienen si se estudia la diferencibilidad de g?
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5. a) COORDENADAS POLARES
Dada f:R? — R, sean x = rcos(f), y = rsin(f) y g(r,0) = f(z,y).
Calcular % y % imponiendo condiciones adecuadas de diferenciabilidad sobre f.
r

b) COORDENADAS ESFERICAS
Dada f : R? — R, sean = = r cos(#) sin(¢), y = rsin(#) sin(¢), z = rcos(¢) y sea

g(ra9a¢) = f(a:,y,z)

Calcular %, % y g—i imponiendo condiciones adecuadas de diferenciabilidad sobre f.

¢) COORDENADAS CILINDRICAS

Dada f: R3 — R, sean = = rcos(#), y = rsin(0) y g(r,0,2) = f(z,y, 2).

Calcular@ @ v @ imponiendo condiciones adecuadas de diferenciabilidad sobre f.

or’ 00 ° 0z

6. Como una consecuencia del Teorema de Lagrange mostrar que son validas las siguientes acotaciones

a) |senx —seny| < |z — yl|, para todo z,y € R.
b) [1/z —1/y| < |z —y|, para z,y > 1.

1
¢) |arctana — arctan b| < 3 |a — b|, para a,b > 1.

Para cada una de las funciones involucradas en las acotaciones anteriores encontrar la dependencia
explicita de § (respecto de € y ) al estudiar la continuidad de la funcién en z.
7. En este ejercicio vamos a dar una demostracién del siguiente resultado:

Teorema del Valor Medio: Sea f : U C R" — R una funcion diferenciable definida sobre el
abierto U. Sean Py y Py dos puntos cualesquiera de U tales que el segmento Py Py (que une Py con
Py ) estd contenido en U. Entonces existe un punto P en el segmento Py Py tal que

f(P) — f(P2) = Vf(P)- (P~ P),

donde - denota el producto escalar de vectores.
Notemos que este resultado es una generalizacion del Teorema de Lagrange al caso multidimensional.
a) Encontrar una parametrizacion o(t) : R — R™ de la recta que une P; y P; tal que 0(0) = P,
yo(l) = P.
b) Probar que existe ¢ en el intervalo (0, 1) tal que (foo)(1) = (fo0)(0) = (fo0)'(¢).

¢) Deducir el Teorema del Valor Medio.

8. a) Sea f: B — R, donde B es una bola en R2.

1) Probar que si f es constante en B, entonces V f(a,b) = 0, cualquiera sea (a,b) € B.
2) Probar que si V f(a,b) = 0 para cada (a,b) € B, entonces f es constante en B. (Sugerencia:
utilizar el Teorema de Valor Medio.)

b) Si f,g: B — R son diferenciables, y verifican que V f(a,b) = Vg(a,b) para todo (a,b) € B,
probar que entonces existe ¢ € R tal que

flz,y) = g(x,y) +c.
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9. Sea S C R? la esfera de radio 1 centrada en el origen; es decir, S es la superficie de R? definida,
por S = {(z,y,2) € R® : 2% + y> + 22 = 1} . Mostrar que el vector v = (O, \g, {) es normal a la

superficie S en el punto (O, ‘2[, \2[) e interpretar este hecho geométricamente.

10. Consideremos la superficie S = {(;L, y,2) ER3 a2 49?2 — 22 = 1} . Probar que las rectas
Ly :¢(0,1,1) +(1,0,0) y Lo:¢(0,1,—1)+ (1,0,0)
son ortogonales y estan contenidas en S. Encontrar la ecuacion del plano tangente a S en (1,0, 0).

11. Calcular la ecuacién del plano tangente y de la recta normal, cuando existan, a las superficies dadas
en los puntos indicados

a) 2% —cos(2)x +7=0 xo = (7,0,0)

b) zy—zln(y) + e =1 xo = (0,1,1)

¢) xysin(y) + ze™ — 22 =0 xo = (4,0,1)

d) cos(x)cos(y)e* =0 xo = (7/2,1,0)

12. Sea f : R? — R una funcién diferenciable en (zg,70) y sea h : R3 — R la funcién definida por

h(z,y,2) = f(z,y) — 2. {Qué relacion existe entre el plano tangente al grafico de f en (xg,yo) y el
plano tangente a una superficie de nivel de h en (g, yo, f(z0, %0))-

13. Encontrar los planos tangentes a la superficie
S ={(z,y,2) € R® : 2® + 2% + 32% = 21}
que sean paralelos al plano IT: z + 4y + 6z = 8.

14. Sea f : R — R la funcién f(z) = 2° + 23 +2. Probar que f es biyectiva y que la inversa f~! : R — R
es diferenciable. Encontrar la ecuacién de la recta tangente al grafico de f~1 en el punto (3, f~1(3)).
;Cuéanto vale (f~1)'(a) para cada a € R?

15. Sea T : R? — R? la transformacion lineal T'(z,y) = (32 — 2y,52 — 2y). Mostrar que T es un
isomorfismo, encontrar la expresién de la inversa T~! y calcular DT~!(a) para cada a € R2.

16. Determinar si las siguientes aplicaciones son localmente inversibles de clase C! en a y calcular la
diferencial de F~1 en el punto F(a).

a) F(z,y) = (z* —y*,22y) ena= (z,y) # (0,0)
b) F(x,y) = (sinz,cos(zy)) en a= (m,7/2)

17. Encontrar la soluciéon y = f(z,2) de 2% +y? — 23 = 0 en un entorno de los siguientes puntos del
plano zz y escribir explicitamente esos entornos.

a) (0,1,1)
b) (25 _272)
18. Sea F : R? — R? dada por
F(a,y) = («%y + 3a%y® — Tx — dy,zy +y)
a) Demostrar que existe un entorno U C R? tal que (1,1) € U, un entorno V C R? tal que
(—=7,2) € V y una inversa para F, F~!1: V — U, C! tal que F~1(-7,2) = (1,1).
b) Sean g : R? — R una funcién C? tal que 22(1,1) = 2, g—‘y’(l,l) =5yv=(23). Calcular

d(go
Aol 1) (_7,9).
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sea F : R? — R? dada por F(z,y) = (e® cosy, e®siny). Probar que para cada a € R? el determi-
nante de la diferencial |DF'(a)| es distinto de cero aunque F no es inyectiva.

Sea f :R? — R definida como
f(l’,y,Z) = 1,3 —2y2+22

a) Demostrar que f(z,y, z) = 0 define una funcion implicita = = ¢(y, z) en el punto (1,1,1).
b) Encontrar $2(1,1) y $2(1,1).
Sea f : R? — R definida como
flay) = (yVa* + (y+1)° =6, (In(z) + 5)y — 4)

a) Probar que existe una inversa de f definida en un entorno del punto p = (5,6) = f(1,2),
diferenciable en p.

b) Sean v = (1,2), w = (2,3) vectores en R? y g : R — R una funcién diferenciable en ¢ = (1,2)
tal que %(1,2) =4y g—fu(l,?) = 5. Calcular D(go f~1)(5,6).

Sea f : R? — R definida como
flz,y,2) = 2%y +1In(y)z — 1

a) Probar que la ecuacién f(z,y,z) = 0 define implicitamente una funcién y = p(z, z) (diferen-
ciable) en un entorno del punto (z,z) = (1,2) tal que f(z,¢(z,2),z) = 0 para todo (z, z) en
dicho entorno.

b) Sea g : R? — R? una funcién diferenciable tal que Dg(2, —3) = ( é ? ) y que cumple que
d(po
9(2,-3) = (1,2). Sea v = (4,1). Calcular %(2, -3).

Determinar las derivadas parciales de las funciones que quedan definidas implicitamente en un
entorno del punto dado mediante las relaciones

a) f(x,y):ixg—,?f:l CL:(Q,O)
b) gl.y) =a2°+y'+ay=3 a=(11)
¢) h(z,y,2) =2 +2y3 + 2% —3ayz -2y —8=0 a=(0,0,2)

Considerar las superficies definidas por las siguientes ecuaciones:
z = 4x? — 3y° y 4yt 2 =24

Probar que existe un entorno del punto P = (2, —2,4) en donde la interseccion de las dos superficies
se puede escribir como una curva. Hallar la recta tangente a dicha curva en el punto P.

Consideremos el sistema de ecuaciones

2

§x+3y77z:0
21

—x—2y+?z:o

a) Teniendo en cuenta que el sistema tiene dos ecuaciones linealmente independientes en tres
incognitas, del Teorema de la dimensiéon deducimos que podemos despejar dos incégnitas en
funcién de una sola variable libre. Resolver entonces el sistema de ecuaciones despejando = y
z en funcién de y.

b) ;Alguna dificultad en el item anterior?

¢) ;Cuaéles son los menores no nulos de la matriz? ;Cuéles son entonces los posibles despejes?



