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Practica 4: Diferenciacion Il

Regla de la Cadena

1. Sean f(u,v,w) =u?+v® +wu y g(x,y) = zsen (y). Ademés, tenemos la siguiente
dependencia respecto de t,

u(t) =t + 1,0(t) =sent,w(t) =t — 1y z(t) = sent, y(t) =t,

donde t es una nueva variable. Bajo estas condiciones, calcular las derivadas respecto
de t de las funciones

fu(t),v(t),wt) y g(z(),yt)),
en dos formas diferentes:

(a) usando la regla de la cadena

(b) sustituyendo
2. Sean f(u,v) = e“sen (u? + v?), g(u, v, w) = In(u® + v? + w? + 1). Dadas
u(e,y) =z +y, v(e,y) =y, wley) =v—y+1
calcular las derivadas parciales de las funciones
fulz,y),v(z,y) y g (u(z,y),v(z, y), wiz, y))

(a) usando la regla de la cadena

(b) sustituyendo

3. Sean f,g,h : R — R derivables y G : R> — R diferenciable. Calcular las derivadas
parciales de las siguientes funciones:

a) F(z,y) = G(f(x)g(y), f(z)h(y)) b) F(z,y) = G(a*,y") (z,y>0)
) Flz,y)=G(x, G(z,y)) d) F(z,y)=f(z)'@ (sif(z) >0V €R)

4. a) ;Para qué valores de p € Roq es

) = (22 + y2)Psen <$2—_in> si (z,y) # (0,0)
e { 0 si () = (0,0)

diferenciable en R??; Para qué valores de p es f de clase C'?
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b) La funcion f se puede escribir como g(x? +y?) con g(t) = t* sen (%) sit>0y
g(0) = 0. ;Qué conclusiones se obtienen si se estudia la diferencibilidad de g7

5. (a) COORDENADAS POLARES
Dada f:R? — R, sean z = rcos(f), y = rsen (0) y g(r,0) = f(x,y).

0
Calcular 99 imponiendo condiciones adecuadas de diferenciabilidad sobre

99
or > 90
I3

(b) COORDENADAS ESFERICAS
Dada f:R® — R, sean x = r cos(f)sen (¢), y = rsen (f)sen (¢), 2 = rcos(¢) y

sea
9(r.0,¢) = f(z,y,2)
dg O0g 0g . ) .. . .
Calcular ==, == y == imponiendo condiciones adecuadas de diferenciabilidad
or’ 00 ° 0¢
sobre f.

(c) COORDENADAS CILINDRICAS
Dada f:R3> — R, sean z = rcos(), y = rsen (0) y g(r,0,2) = f(x,v, 2).

dg dg 0Jg . :

Calcular==, — y == imponiendo condiciones adecuadas de diferenciabilidad
or’ 00 ° 0z

sobre f.

Teorema del valor medio

6. Como una consecuencia del Teorema de Lagrange mostrar que son vélidas las sigu-
lentes acotaciones
(a) |senz —seny| < |z — y|, para todo z,y € R.
(b) [1/z —1/y| < |z —yl, para 2,y > L.

1
(c) |arctana — arctanb| < 5 la — b|, para a,b > 1.

7. En este ejercicio vamos a dar una demostracion del siguiente resultado:

Teorema del Valor Medio: Sea f : U C R™ — R una funcion diferenciable definida
sobre el abierto U. Sean Py y P, dos puntos cualesquiera de U tales que el segmento
PPy (que une Py con Ps) estd contenido en U. Entonces existe un punto P en el
segmento PPy tal que

f(P1)—f(P2):Vf(P)'(Pl—P2)7

donde - denota el producto escalar de vectores.

Notemos que este resultado es una generalizacion del Teorema de Lagrange al caso
multidimensional.

(a) Encontrar una parametrizacion o(t) : R — R™ de la recta que une P, y P, tal
que 0(0) =P,y o(1) = Ps.
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(b) Probar que existe c en el intervalo (0, 1) tal que (foo)(1)—(foc)(0) = (foo)'(c).
(c) Deducir el Teorema del Valor Medio.

8. (a) Sea f: B — R diferenciable, donde B es una bola en R2.
i. Probar que si f es constante en B, entonces V f(a,b) = 0, cualquiera sea
(a,b) € B.
ii. Probar que si Vf(a,b) = 0 para cada (a,b) € B, entonces f es constante
en B. (Sugerencia: utilizar el Teorema de Valor Medio.)

(b) Si f,g : B — R son diferenciables, y verifican que V f(a,b) = Vg(a,b) para
todo (a,b) € B, probar que entonces existe ¢ € R tal que

f(x,y) = g(x,y) +c.

Planos y rectas tangentes a superficies dadas de manera implicitas en R3

9. Sea S C R3 la esfera de radio 1 centrada en el origen; es decir, S es la superficie
de R? definida por S = {(z,y,2) € R*: 22 + y* + 22 = 1} . Mostrar que el vector

este hecho geométricamente.

es normal a la superficie S en el punto (O ) e interpretar

10. Consideremos la superficie S = {(x,y,2) € R®: 22 + y*> — 2% = 1} . Probar que las
rectas
L;:t(0,1,1) 4+ (1,0,0) 'y ILs:#(0,1,—1)+ (1,0,0)
son ortogonales y estan contenidas en S. Usar esto para hallar la ecuacion del plano

tangente a .S en (1,0,0).

11. Calcular la ecuacion del plano tangente y de la recta normal, cuando existan, a las
superficies dadas en los puntos indicados

(a) % —cos(z)x+7=0 zo = (7,0,0)

(b) zy — zln(y) + e =1 o= (0,1,1)

(¢) zy sen (y) + ze™ — 22 =0 zo = (4,0,1)

(d) cos(z) cos(y)e* =0 zo = (7/2,1,0)

12. Sea f : R? — R una funcién diferenciable en (zg,yo) y sea h : R® — R la funcion

definida por h(x,y,z) = f(z,y) — z. ;Qué relacion existe entre el plano tangente
al grafico de f en (zg,yo) v el plano tangente a una superficie de nivel de h en

(20, Yo, f(0,%0))?

13. Encontrar los puntos P = (xg, %o, 20) de la superficie
S={(z,y,2) € R®: 2” + 2y° + 32° = 21}

en los que el plano tangente a S sea paralelo al plano Il : x + 4y 4+ 6z = 8.
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Teorema de la funcion implicita y el de la funcién inversa

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sea f: R — R la funcion f(z) = 2° + 2® + 2. Probar que f es biyectiva y que la
inversa f~! : R — R es diferenciable. Encontrar la ecuacion de la recta tangente al
grafico de f~! en el punto (3, f71(3)). (Cuéanto vale (f~!)'(a) para cada a € R?

Sea T : R? — R? la transformacion lineal T'(z,y) = (3z — 2y, 5z — 2y). Mostrar que
T es biyectiva y hallar la expresion de la inversa T—'. Calcular DT*(a) para cada
a € R

Determinar si las siguientes aplicaciones son localmente inversibles de clase C! en a
y calcular la diferencial de F~! en el punto F(a).

(a) F(z,y) = (2* —y* 2zy) ena=(z,y) #(0,0)
(b) F(z,y) = (senz,cos(zy)) en a = (m,7/2)

Encontrar la solucion y = f(z, z) de 22 +4* — 23 = 0 en un entorno de los siguientes
puntos y escribir explicitamente esos entornos.

(a) (0,1,1)
(b) (2’ _2’ 2)

Sea I : R? — R? dada por
F(z,y) = (z°y + 32%y* — Te — 4y, 2y + )

(a) Demostrar que existe un entorno U C R? tal que (1,1) € U, un entorno
V C R? tal que (—7,2) € V y una inversa para F, F~! : V — U, C! tal que
F71(-7,2) = (1,1).

(b) Sean g : R? — R una funcién C* tal que 22(1,1) = 2, g—z(l, D=5yv=(%3).

Calcular 8(%1;71)(—7, 2).

Sea F : R? — R? dada por F(z,y) = (e”cosy,e“seny). Probar que para todo
(z,y) € R? se tiene det(DF(x,y)) # 0 pero F no es inyectiva.

Sea f : R? — R definida como
f($7yaz) :ZE3 _2y2+22

(a) Demostrar que f(z,y,z) = 0 define una funcion implicita * = (y, z) en el
punto (1,1,1).

(b) Encontrar ‘3—“;(1, 1)y g—f(l, 1).
Sea f : R? — R? definida como

flay) = (ya®? + (y+1)* =6, (In(z) + 5)y — 4)
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(a) Probar que existe una inversa de f definida en un entorno del punto p =
(5,6) = f(1,2), diferenciable en p.

(b) Sean v = (\/Lg,\/lg), w = (\/%,\/%) vectores en R? y g : R? — R una funcion

diferenciable en ¢ = (1,2) tal que %(1,2) 4y (1 2) = 5. Calcular

D(go f~1)(5,6).
22. Sea f : R3 — R definida como

f(z,y,2) = 2°y +In(y)z — 1

(a) Probar que la ecuacion f(x,y,z) = 0 define implicitamente una funciéon y =

¢(x, z) (diferenciable) en un entorno del punto (z, z) = (1, 2) tal que f(z, ¢(x, 2), 2) =
0 para todo (z, 2) en dicho entorno.

(b) Sea g : R? — R? una funcién diferenciable tal que Dg(2, —3) = ;) %
que cumple que g(2,—3) = (1,2). Sea v = (ﬁ’ W) Calcular 2 ‘”g (2, -3).

23. Determinar las derivadas parciales de las funciones que quedan definidas implicita-
mente en un entorno del punto dado mediante las relaciones

(@) flz,y) = 32°
(b) g(z,y) =2 +y* +ay =3
(¢) h(z,y,2) = 2%+ 2y% + 23

—y =1 a=(2,0)
a=(1,1)
—3zryz — 2y —

8=0 a=1(0,0,2)

Enunciado general del teorema de la funcién implicita:

Dada g : R™™™ — R”, g (21,22, ..., Ty, T 1, -+ Tingn) = (Y1, -+
con continuidad en un entorno del punto Py, € R™*" Si

,yn) diferenciable

o9 01 . _Og1
61’m+1 8xm+2 aﬂ?m+n
992 992 . 992
det 8:):7.,&1 axiwg BxytH_n 7& 0
99n  9gn .. _9gn
8$'m+1 6fﬂm+2 al’m+n

entonces existe U C R™ entorno abierto de (p1,...,pm), V C R™ entorno abierto de
g(Py) = (M, ..., M,)yuna funcién diferenciable f : U — V tal que (2,41, - - -
f(xy,...,zy) para todo (z1,...,x,) € U, y en particular vale que f (py,...

7$m+n) =
apm> =

(Pmats- -y Pman) (f es el despeje de las tltimas n variables en funcion de las m

primeras). Ademaés vale la formula
of  Of of1 99 _dg1 9\ ' e oa 991
dxr1  Ozxa OTm OTmi1  OTmi2 OTpm4n Jr1 Oz 0rm
o O 0f Oy _dg> " _0g2 dg2  9g2 g2
Ox1  Oxo Oxm OTm4+1  OTm42 OTm+n Ox1  Oxa OTm
% % afn Ogn Ogn 9gn % % agn
6361 8:22 me 8Im+1 8Im+2 8xm+n 611 8ac2 al'm
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24.

25.

26.

27.

28.

Suponiendo la existencia del despeje f, pruebe la féormula matricial anterior para
loscasosm=1, n=2;m=2, n=2;m=23, n=4y el caso general.

Dadas dos superficies en S; y So C R? definidas implicitamente

S1: F(z,y,2)=0
Syt G(x,y,2)=0

con F,G : R?® — R funciones C'. Supongamos que S; N Sy es una curva con
parametrizacion o (t) = (x (t),y(t),z(t)), y sea o (ty) = Py € S1 N Sy. Probar
que si el Jacobiano parcial

J0(F,G) — de F, F,
3 0 (& 6

entonces se puede despejar y = y(z) y z = z(z) en un entorno de P, de modo
diferenciable y valen las féormulas

£0

Py

A(F,G) o(F.G)
dy O(x,z) % _ o(y,x)
d arG) Y gr a(F,G)
O(y,z) 0(y,z)

Sugerencia: use el ejercicio 24

Consideremos el sistema de ecuaciones

2

§x+3y—7z:0
21

—x—2y+3220

(a) Teniendo en cuenta que el sistema tiene dos ecuaciones linealmente independi-
entes en tres incognitas, del Teorema de la dimensiéon deducimos que podemos
despejar dos incognitas en funcion de una sola variable libre. Resolver entonces
el sistema de ecuaciones despejando = y z en funcion de y.

(b) ;Alguna dificultad en el item anterior?
(c) (Cuéles son los menores no nulos de la matriz? ;Cuéles son entonces los
posibles despejes?
Considerar las superficies definidas por las siguientes ecuaciones:

2z =42% — 3y? y 24yt 2 =24

Probar que existe un entorno del punto P = (2,—2,4) en donde la interseccion de
las dos superficies se puede escribir como una curva. Hallar la recta tangente a dicha
curva en el punto P.

Dado el sistema
St 23422 —92+1=0
S x—y+22+3=0
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(a) Verifique que el punto (—2,2,1) € S; N S,.
(b) Halle 2 (—2) y 4 (—2). Dé una expresion genérica de % y de %
29. Analogo al ejercicio 25 para el caso en que F'y G dependen de las variables (z, y, u, v)

y se quiere despejar u = u(x,y) y v = v(z,y). Verificar que la condicién necesaria
para que exista este despeje es que

J(F,G) ~ de F, F,
O(u,v) (PO)_dt(Gu Gv)%o

y entonces en un entorno de Py valen las férmulas

O(F,G) O(F,G)
ou . O(z,v) Ju . A(y,v)
P TV ote) B gy OFEG)
8(u7'u) a(u,v)
Halle las formulas correspondientes para Cy 8y
30. Dado el sistema
oud+v = P
uv —xr = 4

(a) ¢(Bajo qué condiciones se pueda asegurar la existencia de un “despeje” de las
variables u y v en términos de x e y?.

(b) Considere el punto (z,y,u,v) = (0 1,4 3 ) . Verifique que es una solucion del
sistema dado. Calcule u, (0,1) y u, (0,1)

31. En el siguiente modelo macroeconémico cada variable representa lo siguiente:

Y : renta nacional C': consumo I : inversion

G : gasto publico T : ingreso por impuesto 7 : tasa de interés
M : oferta monetaria

y f,h y m son funciones de una variable derivables, que cumplen 0 < f' < 1, b/ <0
y m' < 0. El modelo establece las siguientes igualdades

= C+I1+G
= f(Y=T)
= h(r)
= m(M)

T ~Q

(a) Verificar que existe un despeje de las variables Y, C, I y r en funcion de las
variables M, T y G entorno de cualquier punto solucion del sistema.

(b) Hallar 9¥, 2 20X v O ¢ interprete los signos.
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32. Consideremos ahora el modelo

Y = C+I1+G
C = f(Y,T,r)
I = hvr)

donde f : R® — Ry h : R? — R son diferenciables, tales que fy > 0, fr < 0,
fr <0, hy >0, hy <0y fy +hy <1
(a) ¢(Se puede despejar Y en términos de T, G y r?.

(b) ;Qué ocurre con Y si T crece?,jy si G crece?.;y qué pasa con C cuando G
crece?. jPodemos decir qué pasa con I cuando crece r?



