Andlisis | — Matemética | — Analisis Il (C)
Primer Cuatrimestre - 2010

Practica 1: Preliminares

1. Resolver las siguientes inecuaciones:

a) |lz+3| <1 b) |3z — 1] < |z — 1| ¢) |z —=3>1
x—2

d > 3 <1

I EUEE Il

2. Representar los siguientes conjuntos en R:

a){x: |z -1 <1,z ¢Z} b) {x:|x—3| <|2—z|}
c) {z:0<a2? <23}

3. Representar los siguientes conjuntos en la recta real:

(a) A={z eR: |z +3|+ |z -9 >2};
(b) B={zeR:||lz+2|—|z-1|| <1}
(c) C={reR:|z®—-1]+|2-2% =1}

4. Sea a > 0. Determinar para qué valores de b se verifican cada una de las siguientes

condiciones:
a) la+ bl = |a| + |b] b) la+b| < |a| + |b]
c) la—b| = la| + |b] d) |a — b <|a| + [b|
e) |la] —[b|| = [a — 0] F) Jlal = [bl| < ]a— 0]

5. Sean a y b numeros reales. Decidir para qué valores de a y de b son véalidas cada
una de las siguientes afirmaciones

a) a < a? b) a < b= a*<V?
¢)a>0=ab>b. d) a+b > max{a, b}
6. Sean 0 < x <. Probarquexﬁ,/xygg%ygy.

7. (a) Mostrar que los siguientes conjuntos no estan acotados superiormente:

1
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L. Rso;
ii. {n €N:3m €N conn=m?}.
(b) Mostrar que los siguientes conjuntos no estéan acotados inferiormente:
1. Z;
i. {712 <0}
iii. Im(f) donde f(z) = —2* + 2x + 1.

8. Determinar si los siguientes conjuntos poseen supremo, infimo, maximo y minimo.
En caso de poseerlos, calcularlos:

a) A={L:neNy20<n<35} b) A= {2 ne N}
¢c) A={5 :neN} d) A= {25 :neN}

9. (a) Considerar el conjunto A = {a € Q : a* < 2} C R. Calcule su supremo y
concluya que A no tiene méaximo.

(b) Dado el conjunto B = {a € Q : a®> > 2} C R, calcule su infimo y concluya que
B no tiene minimo.

10. Calcular

a) Sup{;—j:neN} b) Sup{—;g:jll:neN}
c) inf {%3 :n € N} d)inf {n* —9n — 10 : n € N}

11. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (justificar la respuesta
con una demostracion o un contraejemplo):

Si lim a, = 2 entonces a,, > 0 para todo n € N.

)
n—oo

) Si lim a, = 2 entonces existe ng € N tal que a,, > 0 para todo n > ny.
n—oo

) Sia, < 2 para todo n € N y converge, entonces lim a, < 2.

)

n—oo

(d) Sia,<2-— % para todo n € N y converge, entonces lim a, < 2.

n—oo

1
12. Calcular ¢ = lim ntl y determinar, para cada £ > 0 de la siguiente tabla, un
n—oo n

valor ng = no(e) tal que |2 — (] < & sin > ny.

e | 0,1]0,027 | 0,00001 | 10~°
ml | |
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13. Dadas las sucesiones

1 1 1
NV V2n
1 1 1
by = +

Probar que:

(a) lim a, = 400

n—oo
(b) lim b, = 1.

n—oo
Sugerencia: Notar que a, y b, constan de n 4+ 1 términos. Usar el principio de
comparacion.

14. Sea a,, = %.

(a) Encontrar ng € N tal que para todo n > ng se cumpla que 3 < a,, < 5.

(b) Encontrar, si existen, max{a, : n € N} y min{a, : n € N}.
15. Considerar la sucesién

ap=a cona€Q, 0<a<lfijo
o+ ay,
1+a,

Api1 = paran € N

Probar que la sucesion {a, } satisface:

(a) Paratodon € N, a,€Qy0<a,<]l.
(b) Es mondétona creciente, por lo tanto se puede asegurar que tiene limite.

(c) Calcule el limite de la sucesion dependiendo del valor de a. Concluya que
dependiendo de « la sucesion {a,} puede converger a un nimero racional o a

. . . . o 1 _ 1
uno irracional (por ejemplo considere los casos a = 5 y a = 7).

16. (Aproximacion de la raiz cuadrada de b > 0.) Dado un nimero b > 0 considerar la
sucesion definida de la siguiente manera:

1 b
a1:a>0 an+1:§ an+a—

(a) Probar que para todo n € N se tiene que a,, > 0, y por lo tanto la sucesion
estd acotada inferiormente.

(b) Probar que independientemente del valor inicial a; = a > 0 se tiene que para
todo n > 2 vale que a? > b, y solo vale la igualdad si a = Vb.

(c) La sucesion es decreciente para n > 2. Concluir que existe el limite de la
sucesion.
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(d) Probar que lim a, = v/b.

n—0oo

(e) (opcional) Probar usando induccién la siguiente estimacion del error:

Vn > 2, 0<an—\/l_)§ <%>n_2(a2—\/l_7)

Usar esta estimaciéon para calcular cuantos elementos de esta sucesion se deben

por lo menos calcular para obtener una aproximaciéon de v/5 con error menor
a 1079, partiendo de a; = 2.

Métricas y topologia en R™

17. Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones en R?. Representar las soluciones

en el plano.
a) {(z,y) € R? 1w —y? < 2} b) {(z,y) €R?: |z —y| > 2}
o) {(z,y) e R*: 2” +¢* < 1} d) {(z,y) €R*: 2? +y* =1}
e) {(z,y) € R*: |z + [y| < 3} NAzy) eR?: o -2/ +]y+1] =1}
9) {(z,y) € R* : max{|z; [y[} = 1} h) {(z,y) € R*: max{|z[; [y} <1}
18. Para cada z € R, se define ||z|ls = /> i 27 v ||2]|oo = max{|z;| : i =1,...,n}.

Mostrar que si € R", se tiene que

a

(
(b

|x1| < HZ’H% S11:177”7

(£ PISEVATH (B

¢) |z]lo < ||7]l2 < v/1 ||7]|0o- Describir geométricamente esta doble desigualdad.

M~ S~ N

(
19. (

a) Mostrar que los siguientes subconjuntos de R? son abiertos

i A={(z,y) eR?*: 1 <2+ < T}
ii. B={(z,y) eR?: 2z +y > 1};
iii. C={(z,y) eR*:2#£0Vy#0}.

(b) Dar un ejemplo de un conjunto en R* que no sea ni abierto ni cerrado.

20. Para cada uno de los siguientes conjuntos A C R?, calcular 04, A, A\ Ay A\ 0A:
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21. Determinar cudles de los siguientes subconjuntos de R? son cerrados y acotados:

(a) Ki=DB1(0) = {(z,y) e R? 1 2? +y* < 1}
(b) Kz ={(z,y) e R?:2? + 4> <1}

(c) Kzy={(z,y) eR*:2>0Ay >0}

(d) Ky ={(0,2):n e N}

(e) Ks={(z,y) eR*:0<z<1Ay=0}



