Anilisis IT (C) - Practica 1.
Segundo cuatrimestre de 2002.

. Resolver las siguientes inecuaciones y graficar las respuestas en la recta real.
i |z—2]<3 ii. |3z —6|>9 i, |r—2| < |z —1]

. Calcular supremo, infimo, maximo y minimo (si existen) y probar que lo son, de los
siguientes conjuntos:

(a) {neN: 20<n <35}, (b)[ab), (c){z25: neNN},
(d){ n_ . nG]N}, (e) {M: nE]N}, (f) {%4—%: n,mG]N}.

™m—3 ™m—3

. Graficar los pares (n,a,) y decidir si converge la sucesion:
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. En cada caso estudiar la convergencia de las subsucesiones as, y as,+1 v la de la
sucesion a,,:

() @ = (—1)", (b) a, = @ an=TEY (@) g, = (1

n n on

. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (justificar la respuesta
con una demostracién o un contraejemplo):

an < 2= lim, o an < 2.

a, < 2— % = lim,,_o a, < 2.

Toda sucesion convergente es acotada.

(an)nen es convergente < (a?),en es convergente.

(an)new es convergente < (%%),c es convergente.

)
)
)
d) (an)nen es convergente < (|a,|)new es convergente.
)
)
)

Sea (a,)new C IRso tal que existe lim,, .o, “221 =1 (0 <1< +400). Probar que:
i. Sil < 1 entonces lim,,_,o a,, = 0.

ii. Si /> 1 entonces lim,,_, a,, = +o00.

i, Tim, o /@y = L.

(b) Calcular el limite de las siguientes sucesiones:

i. a, = {/n, ii. a,, = vVn!, ii. a, = /3" + 2.
an+41

(¢) Comprobar que puede existir lim,, o /Gy (a, > 0) y no asf lim,,_, -

Sugerencia: considerar a, = 2+ (—1)".

(d) Dar un ejemplo donde “*** — 1y a,, — a, con a # 0, a # +0o0.
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7. Probar que para |z| < 1, la sucesién

an:a(a—l)---(a—n+1)x
n!

n

tiende a cero cuando n tiende a infinito, cualquiera sea el niimero real a.

8. Calcular, si existen, los limites de las siguientes sucesiones:

(n+3)! — J+Dm+2) -2l onyom
(a) ENCET T b) o (c) (n® — 1)2n
n1/3 o n4/3 n __ An
(d) ¥2n2 -1 (e) 5 ° (f) it

n7/5 —n®42n—9

cos(nm/2) L (2n)!
2 — h
(8) V2 nt1=vn (h) 5o = (®)
9. Probar los siguientes limites:

(a> hmnﬂoo(% + 7L1+1 “+ .-+ \/%) = 400.

=1.

10. Calcular, si existen, los limites de las siguientes sucesiones:

(a) (1+a>n (b) <2n+1>12++fl © <2nQ+3n_1>n;nl

n 2n+ 3 3n? —6n+1

@ (e (@) (o)™ g Rt

n?+ 3
a” . (In(n+1)\"
- h 1/v/n o S
0 & () (V) i (M)
11. ;A qué distancia de 16 basta tomar x para asegurar que:
1 1 1 1 11 1 1 11 1 1
— € (0,%)7 b) —¢e(-———,—+—)7 — € (-— , = ?
() 2 €037 b —Ze-1515)7  © % <G 0 1 1000

12. (a) {Qué puede decirse del lim, ., % si

g
i lim, ., f(x) =0y lim,_,g9(z) =07
ii. lim, ., f(z) =00y lim, ., g(z) =00 7
(b) ;Qué puede decirse de lim,,_,, f(ay) sise sabe: a, — +ooylim, ., f(x) =717
(c) ¢Qué puede decirse de lim,_, o f(2)9® si
i f(x) =0 (f(z) >0)y g(z) — 4007
. f(x) =1y g(x) — +o0?



13. Analizar la existencia de lim,_,, f(x) para cada a € IR siendo:

(a) f(z) =« — []. <b>f<x>=‘”]. (c) f(z) = |a| + [].

Xz

—

( [x] denota la parte entera de z.)

14. Calcular, si existen, los siguientes limites:

T : 21 2
(a) lim ¢ s b) lim 7] = o] (¢) lim zsinz
z—-+oo €% 4 COoS T e—3+ 22 —9 z—+00
et/ . sinz . In(1+¢€7)

(2) lim(1+ z)Y*e (h) lim (tan2 a:)cos ‘ (i) 1iII(l](COSI)1/x

x—0 aj—>7r/2 T—>

15. ;Qué se puede decir del lim,_., f(z) si
(a) a= -7y lim,, 7(z+7)f(x) = +o0?
(b) a = +oo y limy ;oo (f(x) —4)? = +00?

16. ;Qué informacién se necesita tener sobre g y h para poder decidir si la funcién

g(x) x <5,
flxy=¢ -+ x=5,
h(z) x>5

(a) es continua en 9/27
(b) es continua a derecha en 57
(c) es continua en 21/47

)

(d) es continua en 57

17. Para cada una de las siguientes funciones:

(a) Calcular su dominio.
(b) Estudiar la continuidad en cada punto de su dominio. En los puntos de dis-

continuidad, indicar de qué tipo se trata.
(c¢) En los puntos que no pertenezcan al dominio, definirla (si es posible) de modo

que resulte continua.



(o) = ] snfr) n={ PP R

sin x

fs(z) = x arctan (

8] =

sinx
5 x>0

flay={ * wo={ 7 Tl

2+1 <0

18. Sea f continua tal que f(z) = 0 para todo = € @.

19. (a)
(b)
()
(d)
(e)
20. (a)
(b)
21. (a)
(b)
22. (a)

Calcular f(v/2).

Calcular Im(f).

Demostrar que la ecuacién x2* = 1 tiene al menos una raiz positiva y menor
o igual que 1.

Demostrar que si f : IR — IR es continua y verifica

lim f(z)=+o0 lim f(x)=—o00

T——+400 T——00

entonces debe ser suryectiva.
Sea f(x) = 32" — 42% — 52° 4 32* — sinx. Calcular Im(f).
Probar que todo polinomio de grado impar, tiene al menos una raiz real.
Probar que si f : IR — IR es continua y f(z) € Z para todo = € IR, entonces
debe ser constante.
Probar que las siguientes ecuaciones tienen al menos una solucién en el intervalo
indicado:

i. 23 —3z+1=0en (1,2).

ii. cosz =z en todo IR.

Hallar a,b € IR tal que el polinomio
f(z) = 27 — 1002* 4 32% + 12
tenga al menos una raiz real en el intervalo (a,b).

Calcular, usando la definicién, la derivada de la funcién f(z) = z? en los puntos
de abscisa r =2y x = —3.
Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes y normales a la curva y = 2% en
los puntos indicados en (a).

Hallar las coordenadas de los puntos P = (xg, o) de la curva
y = 23 — 37 cuya recta tangente tenga pendiente igual a 9.

Hallar las coordenadas de los puntos P = (xg, yy) de la misma curva cuya recta
tangente pase por el origen de coordenadas.

4



(c) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes que puedan trazarse desde el origen
ala curva y = —42% + 3z — 1.

23. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

@) =20 ) = esine+ coss
)=kl A= Vit (>0
R N C R B
24. Sea .
| TR T
0 x=0

Es f continua en todo IR?

(a
(

)
b) Calcular f'(x) para z # 0.
(c) Analizar la existencia de las derivadas laterales y de la derivada en x = 0.
25. (a) (Qué tipo de discontinuidad presenta la funcién sin(1/z) en x = 07 De-

mostrarlo.

(b) Idem (a) pero con la funcién zsin(1/z). ;Se puede definir en = 0 de modo
que resulte derivable?

(c) Idem (b) pero con la funcién x?sin(1/x).

26. (a) Sea f(x) = z(x — 1)(z — 2)(x + 5) probar que f'(x) tiene exactamente tres
raices reales.

(b) Probar que la ecuacién 3z° 4+ 15z — 8 = 0 tiene s6lo una rafz real.
(¢) Sea f:IR — IR definida para un a € R fijo:
flz) = e + 2% + x.
Probar que f(z) = 0 tiene exactamente una solucién en el intervalo [—1,0].

27. La funcién y = 1 — vo# se anula sobre los extremos del intervalo [—1, 1]. Verificar
que la derivada no se anula en ningin punto del intervalo (—1,1). ;Qué hipétesis
del teorema de Rolle no se cumple?

28. (En qué punto de la curva y = 2", la recta tangente es paralela a la cuerda que une
los puntos (0,0) y (a,a™)?

29. Probar las siguientes desigualdades:

(a)x—%gsinxgaz, Ve>0 (b) y/x>lnz, VYr>0

(c)e*>1+4+2z, VrelR (d) 75 <In(l+z) <z, V>0

() 1—cosaz < 2

5, vVrelR (f) |sinz —siny| < |z —y|, Vr,ye R



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Si f es una funcién que satisface que f’(x) > x? — Inz, entonces f es creciente en
la semirrecta abierta (3, +00).

Sea f : [a,b] — IR una funcién decreciente y consideremos II,, la particién regular

b
del intervalo [a, b, es decir, 1I,, = {:L‘Z =a-+1i 2. = 0,... ,n}.
n

(a) Probar que las sumas superior e inferior S, (f) vy s,(f) vienen dadas por

nd b—a - b—a
ng(%’) — Sn(f):;f(l“i) -
respectivamente.
(b) Verificar ane S,(f) — s,(f) = (F(a) — F(B)" 2.

1
¢) Usar (b) para aproximar el valor de la integral e dx con n =5 y estimar
() g y

el error cometido. ;Qué valor de n hay que tomar para que el error cometido
sea menor que 0,00017

Calcular la derivada de las siguientes funciones:

in2

fi(x) = /; cos(t + ) dt fa(x) = /xl tant dt fa(x) = /:m "ot gt

2 2 +2

Consideremos las siguiente funciones:

1 six>2 ) stz >2
o={y 5525 e -{

Definimos F'(z) = [y f(t)dt y G(z) = [5 g(t)dt

(a) Verificar que g no es derivable en x = 2. ;Qué sucede con G?

(b) Verificar que f no es continua en x = 2. ;Qué sucede con F'? jEs F' derivable
en x = 27 ;Qué hipétesis del Teorema Fundamental del Célculo no se verifica?

Calcular:
(a) / sin x dz.

2T
(b)/ sinz dx.
0

(c) El érea entre las curvas y =sinz, y =0, x =0, x = 27.

Calcular:
(a) /xsinxdx. (b) /siancosxdx. (c) /:Eew2 dz.
-2
(d) /ex sinzdz. (e) /xf—ix — dx. /lnxdx
Hallar el area encerrada por las curvas:

(a) y=2ey=u1x.
(b) y = 2% — x y la recta tangente a esta curva en x = —1.



