
ANALISIS II (Computa
ión) SEGUNDO CUATRIMESTRE 2007ANALISIS II (Computa
ión)Prá
ti
a 7I. Repaso: integra
ión en una variable1. Cal
ular:a) ∫

sen xdx.b) ∫ 2π

0

sen xdx.
) El área entre las 
urvas y = sen x, y = 0, x = 0, x = 2π.2. Cal
ular:
a)

∫

x sin xdx. b)

∫

sin2 x cos xdx. c)

∫

xex2

dx.

d)

∫

ex sin xdx. e)

∫

3x − 2

x2 + x − 2
dx. f)

∫

lnxdx.3. Hallar el área en
errada por las 
urvas:a) y = x3 e y = x.b) y = x3 − x y la re
ta tangente a esta 
urva en x = −1.
) y = 2x3 − 9x2 + 12x + 1 y la re
ta y = 12 entre x = 0 y x = 3.4. a) Cal
ular ∫ 0

−2

ex dx.b) Hallar el área en
errada por las 
urvas: y = 0, y = −2, y = log x y x = 0. Sugeren
ia: Dibujarla región y usar a).5. Cal
ular:
a)

∫ 3

−2

x2 − 1 dx b)

∫ 3

−2

|x2 − 1| dx c)

∫ 3

−2

|x2 + 1| dx

d)

∫ 2

−1

∣

∣|x − 1| − |x|
∣

∣ dx e)

∫ 4

1

√

|x − 3| dx f)

∫ π

−π

sen (|x|) dx1



ANALISIS II (Computa
ión) SEGUNDO CUATRIMESTRE 2007 Prá
ti
a 7II. Integrales impropias6. a) Para todos los valores reales de p > 0, estudiar la 
onvergen
ia o divergen
ia de las integrales:i. ∫ +∞

1

1

xp
dx ii. ∫ 1

0

1

xp
dx iii. ∫ +∞

0

1

xp
dxObserva
ión: Dividir los valores de p de la siguiente manera:

0 < p < 1, p = 1 y p > 1.b) Rela
ionar los resultados obtenidos 
on el he
ho de que para x > 0, x−p y x− 1

p son fun
ionesinversas y, por lo tanto, el grá�
o de una es el de la otra re�ejado respe
to de la re
ta y = x.7. Analizar la 
onvergen
ia de las siguientes integrales impropias:
a)

∫ +∞

2

dx

x ln 2x
b)

∫ 1

0

dx√
1 − x2

c)

∫ +∞

0

e−kx dx

d)

∫ +∞

0

arctanx

1 + x2
dx e)

∫ +∞

−∞

dx

1 + x2
f)

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 4x + 9

g)

∫ +∞

0

dx

1 + x3
h)

∫ +∞

0

x√
1 + x5

dx i)

∫ 3

−1

dx

(1 − x)3

j)

∫ +∞

0

sen x

x2 + cosx
dx k)

∫ +∞

−∞

sen(2x) dx l)

∫ 4

0

x

x2 − 4
dxEn los ítems i), k) y l) estudiar, además, el valor prin
ipal.8. Sea f : R → R una fun
ión. De
idir si son verdaderas o falsas las siguientes a�rma
iones:a) Si f es 
ontinua y positiva tal que ĺım

x→+∞
f(x) = a > 0, enton
es ∫ +∞

0

f(x) dx = +∞b) Si f es 
ontinua y positiva tal que ĺım
x→−∞

f(x) = a > 0, enton
es ∫ −∞

0

f(x) dx = −∞
) Si f es 
ontinua y de
re
iente 
on ∫ +∞

4

f(x) dx = 3, enton
es el ĺım
x→+∞

f(x) = 0.d) Si f es una 
ontinua y positiva 
on ∫ +∞

4

f(x) dx = 8, enton
es el ĺım
x→+∞

f(x) = 0.e) Si f es 
ontinua y positiva 
on ĺım
x→+∞

f(x) = 0, enton
es ∫ +∞

0

f(x) dx < +∞.9. Para los distintos valores de p ∈ R analizar la 
onvergen
ia de
∫ +∞

0

dx

xp(1 + x2)
.
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ANALISIS II (Computa
ión) SEGUNDO CUATRIMESTRE 2007 Prá
ti
a 710. Analizar la 
onvergen
ia de la siguiente integral
∫ +∞

1

1
√

ln(x) + (x − 1)2
dxSugeren
ia: Cal
ular los primeros términos del polinomio de Taylor de ln(x) en x0 = 1.11. Analizar la existen
ia de la siguiente integral impropia

∫ 2

1

ex

√
−x3 + 3x2 − 2x

dx12. Una apli
a
ión: Criterio integral de Cau
hy para series numéri
as.Sea (an)n≥1 una su
esión de
re
iente de términos no negativos y sea f : [1, +∞) → R una fun
iónde
re
iente tal que f(n) = an ∀n ∈ N.a) Probar que ∀n > 1 : an ≤
∫ n

n−1

f(x) dx ≤ an−1b) Dedu
ir que Sn − a1 ≤
∫ n

1

f(x) dx ≤ Sn−1
) Probar, usando (b), que
∞
∑

n=1

an < +∞ ⇐⇒
∫ +∞

1

f(x) dx < +∞.13. Estudiar la 
onvergen
ia de la serie p-armóni
a
∞
∑

n=1

1

np
(p ∈ R).14. Probar la 
onvergen
ia de la serie ∞

∑

n=1

1

lnnlnn
. (Sugeren
ia: usar una sustitu
ión ade
uada pararedu
ir el problema a probar que la integral ∫ ∞

1 (e/x)xdx existe.)15. a) En
ontrar una fun
ión f : R>0 → R no negativa tal que la integral ∫ ∞

1

f(x)dx 
onverjaaunque no la serie ∞
∑

1

f(n). ¾Algún 
on�i
to 
on el 
riterio de la integral?b) Con
luir que sin la hipótesis sobre el de
re
imiento de la fun
ión el 
riterio de la integral none
esariamente resulta válido.
) Mostrar que la fun
ión del ítem a) puede elegirse 
ontinua. (Sugeren
ia: Inspirarse en el grá�
o.)
a3

1a
a2

1 2 3 4
3b

1

1 2b b3
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ti
a 7III. Integrales dobles16. Evaluar 
ada una de las integrales siguientes si R = [0, 1]× [0, 1]:
a)

∫

R

(x3 + y2) dxdy b)

∫

R

yexy dxdy

c)

∫

R

(xy)2 cosx3 dxdy d)

∫

R

ln[(x + 1)(y + 1)] dxdy

e)

∫

R

(xmyn) dxdy, donde m, n > 0 f)

∫

R

(ax + by + c) dxdy

g)

∫

R

sen(x + y) dxdy h)

∫

R

(x2 + 2xy + yx1/2) dxdy17. Cal
ular el volumen del sólido a
otado por el plano xz, el plano yz, el plano xy, los planos x = 1 y
y = 1, y la super�
ie z = x2 + y4.18. Sean f y g dos fun
iones 
ontinuas en [a, b] y [c, d], respe
tivamente. Mostrar que si 
onsideramosel re
tángulo R = [a, b] × [c, d] enton
es

∫

R

[f(x)g(y)] dxdy =

∫ b

a

f(x) dx

∫ d

c

g(y) dy.19. Cal
ular el volumen del sólido a
otado por la super�
ie z = sen y, los planos x = 1, x = 0,
y = 0, y = π/2 y el plano xy.20. Cal
ular el volumen del sólido a
otado por la grá�
a z = x2 + y, el re
tángulo R = [0, 1] × [0, 2] ylos �lados verti
ales� de R.21. Sean F ∈ C2 y f(x, y) =

∂2F

∂x∂y
(x, y). Cal
ular ∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dxdy en términos de F .22. Gra�
ar las regiones determinadas por los límites de integra
ión de las siguientes integrales y 
al
ularlas integrales iteradas.
a)

∫ 1

0

∫ x2

0

dydx b)

∫ 2

1

∫ 3x+1

2x

dydx

c)

∫ 1

0

∫ ex

1

(x + y) dydx d)

∫ 1

0

∫ x2

x3

y dydx

e)

∫ 2

−3

∫ y2

0

(x2 + y) dxdy f)

∫ 1

−1

∫ |x|

−2|x|

ex+y dydx

g)

∫ 1

0

∫ (1−x2)1/2

0

dydx h)

∫ π/2

0

∫ cos x

0

y senxdydx

i)

∫ 1

0

∫ y

y2

(xn + ym) dxdy (m, n > 0) j)

∫ 0

−1

∫ 2(1−x2)1/2

0

xdydx

k)

∫ π

0

∫ sen y

0

y dxdy l)

∫ 0

−2

∫ x+1

x3

(y2 + 1) dydx4
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ión) SEGUNDO CUATRIMESTRE 2007 Prá
ti
a 723. Sea f : [0, 1] × [0, 1] → R de�nida por:
f(x, y) =

{

1, si x es ra
ional
2y, si x no es ra
ionalMostrar que la integral iterada ∫ 1

0

[
∫ 1

0

f(x, y) dy

]

dx existe pero f no es integrable. ¾Existe la otraintegral iterada?24. Usar integrales dobles para 
al
ular el área de un 
ír
ulo de radio r y el área de una elipse 
onsemiejes de longitud a y b.25. Cal
ular el área de:a) la región limitada por la re
ta y = x y por la 
urva y = x2.b) la región formada por todos los puntos (x, y) tales que |x| + |y| ≤ a, a ≥ 0.
) la región formada por todos los puntos (x, y) tales que x ≥ 0, x2 + y2 ≤ 2, x2 + y2 ≥ 1.26. Cal
ular
∫

T

(x sen x + y sen(x + y)) dxdysiendo T el triángulo de vérti
es (1, 0), (0, 1) y (3, 3).27. Sea D la región a
otada por los semiejes positivos de x e y y la re
ta 3x + 4y = 10. Cal
ular
∫

D

(x2 + y2) dxdy28. Sea D la región a
otada por el eje y y la parábola x = −4y2 + 3. Cal
ular
∫

D

x3y dxdy29. Cal
ular el volumen de un 
ono de base de radio r y altura h.30. Cal
ular el volumen de las siguientes regiones:a) R: en
errada por la super�
ie z = x2 + y2 y el plano z = 10.b) R: en
errada por el 
ono de altura 4 dado por z2 = x2 + y2.
) R: en
errada por las super�
ies x2 + y2 = z y x2 + y2 + z2 = 2.d) R: elipsoide 
on semiejes a,b y c.e) R: determinada por x2 + y2 + z2 ≤ 10 y z ≥ 2.31. En las integrales siguientes, 
ambiar el orden de integra
ión, gra�
ar las regiones 
orrespondientesy evaluar la integral por los dos 
aminos.
a)

∫ 1

0

∫ 1

x

xy dydx b)

∫ 1

0

∫ 2−y

1

(x + y)2 dxdy

c)

∫ 1

0

∫ 3x

2x

x2y dydx d)

∫ 1

−1

∫ 1

|y|

(x + y)2 dxdy

e)

∫ 3

−3

∫ (9−y2)1/2

−(9−y2)1/2

x2 dxdy 5
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ión) SEGUNDO CUATRIMESTRE 2007 Prá
ti
a 732. Cal
ular ∫

D

y2x1/2 dxdy donde
D = {(x, y) ∈ R

2 : x > 0, y > x2, y < 10 − x2}33. Sea D la región limitada por las re
tas y = 2, y = x
2 , y = 2x e y = 1. Cal
ular la siguiente integral

∫∫

D

x2y dA34. Sea D = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 1;

√
x ≤ y ≤ 1} Cal
ular la siguiente integral

∫∫

D

cos

(

x

y

)

dA35. Cal
ular ∫

T

ex−y dxdy donde T es el triángulo 
on vérti
es (0, 0), (1, 3), y (2, 2).36. Sea T la región "triangular" limitada por las re
tas y = x, y =
√

2 y la 
urva y =
√

x. Cal
ular
∫∫

R

e
x
y dA37. Teniendo en 
uenta que

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(s) dsy
f ′(s) = f ′(0) +

∫ s

0

f ′′(t) dtse tiene
f(x) = f(0) + f ′(0)x +

∫ x

0

∫ s

0

f ′′(t) dtds
ambiar el orden de integra
ión para demostrar que
f(x) = f(0) + f ′(0)x +

∫ x

0

f ′′(t)(x − t) dtUsando la misma idea demostrar la fórmula general:
f(x) = f(0) + f ′(0)x + · · · + f (n)(0)

xn

n!
+

∫ x

0

f (n+1)(t)
(x − t)n

n!
dt

6
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ión) SEGUNDO CUATRIMESTRE 2007 Prá
ti
a 7IV. Integrales triples38. Cal
ular:a) ∫

C

(xyz + x2y2z2) dV , donde C = [0, 1]× [−3, 2]× [−1, 1].b) ∫

C

(x cos z + y cosx + z cos y) dV , donde C = [0, π] × [0, π] × [0, π].39. Cal
ular el volumen de una esfera de radio r.40. Cal
ular:a) ∫

W

xdV , donde W es la región limitada por, x = 0, y = 0, z = 2, z = x2 + y2.b) ∫

W

x2 cos z dV , donde W es la región limitada por, z = 0, z = π, y = 0, x = 0, x + y = 1.
) ∫

W

dV , donde W es la región limitada por, z = x2 + 3y2 y z = 9 − x2.d) ∫

W

(x + y + z) dV , donde W = {(x, y, z) ∈ R
3 : ‖(x, y, z)‖ ≤ 1}.e) ∫

W

(x3 + y + z) dV , donde W = {(x, y, z) ∈ R
3 : z ∈ [0, 1], x2 + y2 ≤ 1}.41. Cal
ular ∫ 1

0

∫ 2x

0

∫ x2+y2

x+y

dzdydx y gra�
ar la región de integra
ión.42. Cambiar el orden de integra
ión en
∫ 1

0

∫ x

0

∫ y

0

f(x, y, z) dzdydxpara obtener otras 
in
o formas de realizar la misma integra
ión. Gra�
ar la región de integra
ión.43. Sea B = {(x, y, z) ∈ R
3 : ‖(x, y, z)‖ ≤ 1}. Demostrar que si f es una fun
ión 
ontinua en B, imparrespe
to de z (es de
ir f(x, y, z) = −f(x, y,−z)), enton
es ∫

B
f(x, y, z) dV = 0. ¾Para que otrasregiones vale este resultado? (dar ejemplos).44. Sea W la región determinada por las 
ondi
iones 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1 y 0 ≤ z ≤ xy.

a) Hallar el volumen deW b) Cal
ular ∫

W

xdxdydz

c) Cal
ular ∫

W

y dxdydz d) Cal
ular ∫

W

z dxdydz

e) Cal
ular ∫

W

xy dxdydz

7
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ión) SEGUNDO CUATRIMESTRE 2007 Prá
ti
a 7V. Apli
a
iones de la integral múltiple45. Hallar el promedio de f(x, y) = y sen xy sobre D = [0, π] × [0, π].46. Hallar el 
entro de masa de un triángulo 
on densidad 
onstante.47. Hallar el 
entro de masa de la región entre y = x2 y y = x si la densidad es x + y.48. a) Hallar la masa de la 
aja [0, 1
2 ] × [0, 1]× [0, 2] suponiendo que la densidad es 
onstante (= ρ).b) Lo mismo que en la parte (a) pero suponiendo ahora que la densidad está dada por ρ(x, y, z) =

x2 + 3y2 + z + 1.49. Hallar el 
entro de masa de la región a
otada por x + y + z = 2 , x = 0 , y = 0 y z = 0.50. Una pla
a re
tangular uniforme de a
ero, de lados a y b, gira alrededor de su 
entro de gravedad(que suponemos en (0, 0)) 
on velo
idad angular 
onstante ω.a) Analizar y justi�
ar la fórmula para la energía 
inéti
a:
E.C. =

∫

R

ρ
ω2

2
(x2 + y2) dxdysiendo R el re
tángulo [−a/2, a/2]× [−b/2, b/2] que des
ribe la pla
a.b) Cal
ular la energía 
inéti
a en términos de ρ, ω, a y b.
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