COMPLEMENTOS DE ANALISIS 11 SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2002
(MATEMATICA)

Ejercicios Adicionales
(Practica 3)

Ejercicio 1. Sea f : R” — R una funcién.
i) Probar que f es continua si y s6lo si valen las dos condiciones siguientes:

(a) f~'((c, +00)) es abierto para todo o € R.
(b) f71((—o0,3)) es abierto para todo 3 € R.

ii) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R que cumpla (a) pero no cumpla (b).

Ejercicio 2. Sean S y T subconjuntos cerrados de R™. Sean f; : S - R™y fo : T — R™
funciones continuas tales que f1(z) = fo(x) para todo x € SNT. Se define f: SUT — R™

como
) filx) sizeS
fw) = {fQ(x) sizeT

i) Demostrar que f es continua en todo punto.

ii) Analizar la validez de i) si no se supone que S y T sean cerrados.

Ejercicio 3. Sea f : R” — R™ una funcién continua y sea A C R™.

i) Demostrar que f(A) C f(A).

ii) Analizar la validez de la inclusién f(A) C f(A).

Ejercicio 4. Sea S C R" un conjunto acotado y sea f : S — R™ tal que la imagen de f es un
conjunto acotado. Demostrar que f es continua si y solo si para cada compacto K C R" existe
un compacto I'x C R” tal que f~1(K)=TxnNS.

Ejercicio 5. Sea S C R un conjunto tal que para toda funcién continua f : S — R el conjunto
Im(f) es un conjunto acotado. Demostrar que S es compacto.

Ejercicio 6. Sea S C R™ un conjunto cerrado y sea K C R™ un conjunto compacto tal que
KNS =10. Sea f: KUS — R™ una funcién continua que es uniformemente continua sobre S.
Demostrar que f es uniformemente continua sobre K U S.

Ejercicio 7. Sea f : R?> — R? y supongamos que f(z,y) = (fi(z,y), f2(x,y)) para todo
(z,) € R%. Demostrar que f es Lipschitz en R? si y sélo si cada f; : R? — R es Lipschitz, para
i=1,2.



Ejercicio 8. Sea S C R™ un conjunto cerrado. Se define A : R® — R de la manera siguiente:
Az) =min{|| z —y [,y € S}.
i) Demostrar que si z, 2’ € R™ entonces A(x) < A(2))+ [z — 2 | .

ii) Demostrar que A es Lipschitz.

Ejercicio 9. Sean n,s € N tales que n > s+ 1. Sea f:[0,1] — R la funcién
"™ cos (i) siz € (0,1]
flw) = = By
0 siz=0

Demostrar que f es Lipschitz.

Ejercicio 10.

i) Sea a € Ry sea f : [a,+00) — R una funcién derivable. Probar que si f es Lipschitz
entonces existe una constante K > 0 tal que |f'(z)| < K para todo x € (a,+00).
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ii) Demostrar que la funcién f(x) = (z7) no es Lipschitz en el intervalo [1, +00).
x

Ejercicio 11. Sea S C R. Decidir si las afirmaciones son verdaderas o falsas (dando respecti-
vamente una demostraciéon o un contraejemplo):

i) Si f:S— R es una funcién Lipschitz, entonces f? es Lipschitz.

(Nota: f? denota el producto, es decir, f?(x) = f(z) - f(x) para cada z € S.)
ii) Si f:S — [0,+00) es una funcién Lipschitz, entonces /f es Lipschitz.

iii) Si f,g: S— R son funciones Lipschitz, entonces f + g es Lipschitz.

iv) Si f: [a,b] — (0,400) es una funcién Lipschitz, entonces es Lipschitz.
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Ejercicio 12. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones y sea h : [a,b] — R la funcién producto (es
decir, h(z) = f(z)g(x) para todo z € [a,b]). Estudiar la validez de las implicaciones:

i) Si f y g son Lipschitz = h es Lipschitz.
ii) Si h es Lipschitz = f es Lipschitz o g es Lipschitz.

Dar una demostracién si la implicacién es correcta o un contraejemplo debidamente justificado
si es falsa.



