COMPLEMENTOS DE ANALISIS 11 SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2002
(MATEMATICA)

Practica 3

Ejercicio 1. Sea f : R" — R™ y sean A,B C R" y X, Y C R™. Decidir en cada caso si
corresponde C,D 6 = y probarlo.

i) f(AuB) ...... f(A)U f(B)
i) fHXUY) ... YU YY)
i)  f(ANnB)  ...... f(A) N f(B)
iv) fFHXNY) . FUX)N YY)
v)  f(R*—A) ... R™ — f(A)
vi) fTIR™—-X) ... R"™ — f~1(X)

En cada caso, dar hipotesis sobre f para que valga la igualdad.

Ejercicio 2. Hallar todos los puntos donde la funcién f es continua, siendo

i) f:]0,1] — [0,1] la funcién:

r sizeQ
f(:c):{ l—z siz¢Q

ii) f:R — R la funcién:

a
six:gCona,bEZcoprimosyb>O

sizé¢Q

fz) =

S S =

Ejercicio 3. Sea S C R" y sea f : S — R™. Probar que f es continua si y sdlo si para todo
cerrado F' C R™ existe un cerrado Wr C R” tal que f~'(F) = Wr N S.

Ejercicio 4. En cada uno de los siguientes casos, decidir si el conjunto dado es abierto o cerrado
(o ninguna de las dos cosas) y probarlo:

i) {(z,y) € R? / y*(e” = 1) +yx = 1}.
i) {(z,y,2) €ER3 /1 <ay+2<2}.

iii) {(x,y) € R? / sen?(x) — xy® > —2}.



Ejercicio 5. Sea f : R” — R™ una funcién continua tal que f(x) = f(y) para todo x,y € Q™.
Demostrar que f es una funcién constante. Deducir que dos funciones continuas que coinciden
sobre Q™ son la misma funcién.

Ejercicio 6. Sea f : [a,b] — [a,b] una funcién continua. Demostrar que existe ¢ € [a, b] tal que
1o =c.

Sugerencia: Considerar la funcién x — f(z).

Ejercicio 7. Sea f : R™ — R™ una funcién continua. Probar que el grafico de f es un conjunto
cerrado de R™*™. ;Vale la reciproca?

Ejercicio 8. Sea K C R" un conjunto compacto y sea f : K — R™ una funcién tal que la
imagen de f es un conjunto acotado y el grafico de f es un conjunto cerrado. Demostrar que f
es continua.

Ejercicio 9. Sea K C R"™ un conjunto compacto y sea f : K — R una funcién continua tal que
f(z) > 0 para todo x € K. Probar que existe a > 0 tal que f(z) > « para todo = € K.

Ejercicio 10. Estudiar la continuidad uniforme de las funciones siguientes:
fR=R, f(z) =]z ]|
RP= R, f(z) =] = |

. (r,+00) — R?, f(x) = (y/z,cosx), con r =0y con r > 0.

:(0,1) — R, f(z) =sen(2).

T

)
) f
) f
iv) f:R?= R, f(z,y) = 2% + 3y.
) f
) f

:R" = R, f(z) =d(x,S), donde S C R™.

Ejercicio 11. Sea S C R™ un conjunto arbitrario y sean f, g : S — R funciones uniformemente
continuas.

i) Probar que f + g es uniformemente continua.

ii) Mostrar con un ejemplo que f - g no necesariamente es uniformemente continua, atn si
alguna de las funciones f 6 g es acotada.

iii) Probar que si h: f(S) — R¥ es uniformemente continua entonces ho f : S — RF también
lo es.



Ejercicio 12. Sea f : R — R una funcién que es uniformemente continua en los intervalos (a, b]
y [b,¢). Probar que f es uniformemente continua en (a,c).

Es cierto que si f es una funcién uniformemente continua sobre un conjunto S C R™ y también
sobre un conjunto 7' C R", entonces lo es en S UT?

Ejercicio 13. Sea f : R — R una funcién y sean xg y o nimeros reales. Se dice que f es
localmente Lipschitz de orden o en el punto xg si existen €, M € Ry tales que

|f(z) — f(zo)| < M|z — x| para todo z tal que 0 < |z — x| < €.

i) Demostrar que si f es localmente Lipschitz de orden o > 0 en z( entonces f es continua
en xop.

ii) Demostrar que si f es localmente Lipschitz de orden a > 1 en x entonces f es derivable
en xop.

Ejercicio 14. Demostrar que las siguientes funciones son uniformemente continuas:

) fiR-R, flz) = leQ.

ii) f:R — R2 f(x) = (cosz, senx).

Ejercicio 15. Sea f : [-1,1] — R la funcién f(z) = /x. Demostrar que f no es Lipschitz,
pero sin embargo f es uniformemente continua (“uniformemente continua # Lipschitz”).

Ejercicio 16. Sea S C R" y sea f : S — R” una funcién Lipschitz, es decir, existe M € Ryq
tal que
I f@) = f@) s M|lz—2"||  Va,a'es.

i) Demostrar que si S es cerrado, M < 1y f(S) C S, entonces existe y € S tal que f(y) = y.
(En otras palabras, f tiene un punto fijo).

Sugerencia: Considerar la sucesién (z,)neny en S definida recursivamente como: z; € S
arbitrario y 41 := f(x,) ¥n € N. Demostrar que (z,)nen €s una sucesion de Cauchy y
tomar y = lim x,.

n—oo

ii) Mostrar con un ejemplo que el resultado es falso si no se supone S cerrado.

Va2 +1
ili) Sea f: R — R la funcién f(z) = %

y que f no tiene puntos fijos.

. Demostrar que f es Lipschitz con M =1

Ejercicio 17. Sea K C R™ un compacto y sea f : K — K una funcién que satisface:
I f(z) = f@@) | < lz—2"|| paratodo z 2’ € K

(en particular, f es Lipschitz con M = 1). Demostrar que f tiene un punto fijo. (Comparar con
los ejercicios 6 y 18).

Sugerencia: Considerar la funcién g : K — R definida como g(z) =|| z — f (z) ||.



Ejercicio 18.

i) En cada uno de los casos siguientes, hallar el limite puntual de la sucesién (f,,)nen definida
en el conjunto S C R dado:

(a) fo(x)=2a" S =(-1,1]
() falz) =S S=(1,40)
fn(z) = n?z(1 — 22)" S =10,1]

converge puntualmente a una funcién que no es continua.

Probar que la convergencia es uniforme sobre 7" = (0, %)

(b) Probar que la sucesién dada en i)(b) converge uniformemente sobre 7' = [2, 5].

Ejercicio 19. Sea S € RY un conjunto, sea (f,)nen una sucesién de funciones, f, : S — RM,
ysea f: S — RM. Probar que si existen a > 0, una subsucesion (f,, )ren de (fn)nen y una
sucesion (ax)keny C S tales que d(fy, (ak), f(ar)) > « para todo k € N entonces (f,)neny NO
converge uniformemente a f en S.

Ejercicio 20. Analizar la convergencia puntual y uniforme de las siguientes sucesiones de
funciones (f,)nen en los conjuntos indicados:
sennx

i) folzx) = - en R

ii) fu(z) =sen(y) en R

i) fo(z,y) = m(%y) en R?

iv) fo(z)=(1+ 1) en [0, 1]

1
- sixdQox=0

V) falz)=4" 1 a en [0, 1]
b—l—ﬁ six:g,b>0y(a:b):1

2
x r(x+1
= 5 — ( 2 5 (n € N)
14z 1+ (n+1)%z
converge puntualmente en R a una funcién continua, pero la convergencia no es uniforme.

Ejercicio 21. Probar que la sucesién de funciones f,(x)

Ejercicio 22. Sea S C RV y sea (f,)nen una sucesiéon de funciones f, : S — R que converge
uniformemente a una funcién f : S — R. Probar que si f,, es acotada para cada n € N, entonces:

i) f es acotada

ii) Existe M € R tal que |f,(z)] < M Vaz € S,Vn € N (en otras palabras, (fn)nen es
uniformemente acotada).



Ejercicio 23. Sea S C RY y sean (fu)nen ¥ (gn)nen sucesiones de funciones de S en R tales
que f, — f uniformemente en Sy g, — ¢ uniformemente en S.

i) Probar que f, + g, — f + g uniformemente en S.
ii) Probar que si f, y g, estdn acotadas para cada n € N, entonces f,, - g, — f - g.

iii) Mostrar que en general no es cierto que f, - g, — f - g uniformemente en S.

Sugerencia: Considerar las sucesiones de funciones del ejercicio 22. iv) y v).

Ejercicio 24. Sea (fn)nen la sucesién de funciones f,, : [0,1] — R definidas por f,(z) =
n?z(1 — z)".
i) Probar (f,)nen converge puntualmente a la funcién f =0 en [0, 1].

ii) Verificar que existe lim fol fn(z) dx y que lim fol fu(2) do # fol ( lim fo(z)) da.



