COMPLEMENTOS DE ANALISIS 11 SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2002
(MATEMATICA)

Practica 4

b
Ejercicio 1. Analizar en cada caso la existencia de [ fda y calcularla en los casos en que

. a
exista.

i) a:[a,b] — R una funcién arbitraria y f una funcién constante sobre [a, b].

ii) a: [a,b] — R una funcién continua. Sea c¢ € (a,b) y sea f : [a,b] — R la funcién definida

como
5 six€a,c)

f(z) = 3 siz=c
-1 sixz € (¢

., Qué sucede si en lugar de tomar « continua sélo se sabe que « es continua en c?

.. 1 sizela,c
iii) f como en ii) y a(z) = { 1 size Ec b% '

iv) [a,b] = [-1,3], f(z) =23 y a(x) = 2%

v) a8 =10,7] ¥ f(z) = alx) = cos(a).

b
Ejercicio 2. Supongamos que [ f do existe y es igual a 0 para toda funcién mondtona creciente

a
f- i Qué se puede decir sobre la funcién a?

Sugerencia: Para cada c € [a,b] considerar la funcién mondtona f. definida como f.(z) = 0 si
a<z<cy fz)=1sic<z<hb.

Ejercicio 3. Sean f,a : [a,b] — R. Para cada particién = = {zo, ..., z,} del intervalo [a, b], se
define

Sy 1= Z f(tk)(a(xk) — a(mk,l)) donde ¢ty € [xg_1,Tk]-
k=1

Demostrar que si f € R(«) entonces existe una sucesion de particiones (), que cumple
simultdneamente las condiciones:

(a) (Tm)men € mondtona en el sentido siguiente: si m < m’ entonces m, C mpy.
(b) lim || 7y ||=0.
m—0o0
b

(¢) lim sr, = [ fda, independientemente de la eleccién de los ¢ en cada suma sy,
m—0o0
a

(d) Si (0m)men s otra sucesién monétona de particiones tal que m,, C 0y, para todo m € N
suficientemente grande, entonces cumple las condiciones (b) y (c) precedentes.



Sean ahora g, : [a,b] — R otras funciones, tales que g € R(3). Para cada particién 7 del
n

intervalo [a, b] notamos ry := > g(tx)(B(zx) — B(zk—1)), donde t), € [zp_1,zk).
k=1
b
Deducir que entonces existe una sucesiéon de particiones (), oy tal que lim s, = [ fday
m—0o0 a

b
lim rr, = [gdp.

Ejercicio 4. Otra definicion de integral de Riemann-Stieltjes.

Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior: Sean f,« : [a,b] — R. Diremos que
f es integrable Riemann-Stieltjes®X con respecto a la funcion a (y notaremos f € R*(a)) si se
cumple:

Existe A € R tal que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que | s — A |< € para toda
particién 7 con || 7 ||< d, independientemente de los valores de ty.

En este caso diremos que A es la integral de Riemann-Stieltjes* de f respecto a o
i) Demostrar que R* (o) C R(a).

ii) Sea ¢ € (a,b) y sean f,« : [a,b] — R definidas como: f(z) = a(z) = 0 paraa < z < ¢,
f(z) =a(z) =1parac <z <b, f(c) =0y a(c) = 1. Demostrar que f € R(«) pero que
f & ®*(a).
Sugerencia: Considerar particiones 7 tales que ¢ € 7 para ver que f € R(«) y particiones
7 tales que ¢ ¢ 7’ para ver que f ¢ R¥(a).

Nota: De la parte ii) de este ejercicio se deduce que la definicién de integral de Riemann-
Stieltjes* no es equivalente a la dada en clase. Sin embargo, la mayoria de los resultados
generales se preservan con ligeras modificaciones.

c b
Ejercicio 5. Sean f,a : [a,b] — Ry sea c € (a,b) tales que [ fday [ fda existen. Demostrar
a C

b c b b
que [ fdo también existe y que vale la igualdad: [ fda+ [ fda= [ fda.

Ejercicio 6. Sean f,g : [a,b] — Ry sea « : [a,b] — R mondtona creciente. Demostrar que si

frgeR(a)y f(z) < g(x) Vz € [a,b], entonces fbfda < fbgda.

Ejercicio 7. Para cada x € R sea |z] := max{n € Z / n <z}, es decir |z] es la parte entera
de z.
Analizar la existencia de las integrales que siguen y en caso afirmativo calcularla:

4 2 2
i) [a?d(|x]) i) [ad—|z]) i) [ 2%d(|x|)
0 0 0



Ejercicio 8. Estudiar si las funciones que siguen son de variacién acotada en el intervalo [a, b]
que se indica y en caso afirmativo dar una mayoracién para V’f.

l) f(x) = COS(.Z’) en [0,37‘(‘] 11) f(.%') _ {i S% 0<z<1
0 siz=0
)2 .
iii) f(z) =22° —32? en [-1,2] i) fz) = {x2 sen(T) s? 0<zx<1
0 sizx=0

En el caso iv) estudiar también la derivabilidad de f.

Ejercicio 9. Demostrar que si f y ¢ son funciones de variacién acotada en [a,b] entonces fg
también lo es.

Ejercicio 10.

i) Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada y sean z,y € [a,b] con = < y.
Demostrar que Vi f = VEf + VY f.

ii) Aplicar la igualdad demostrada en i) para calcular V’f para las funciones de los ftems i)
y iii) del ejercicio 8.

Ejercicio 11.

i) Para las funciones de variacién acotada que siguen, hallar la funcién vy (recordamos que
v(x) == Vi f):

z+1 —-1<zxz<0
(a) f(z)=4 = 0<z<l1 (b) f(xz)=sen(x) en [0,27]
1—=2x 1<x<2

ii) Para cada una de las funciones f del item i) encontrar explicitamente funciones monétonas
crecientes g1 y go tales que f = g1 — go.

Ejercicio 12. Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada y continua en el punto
xg € [a,b].

i) Demostrar que vale: V' f =sup{V'f:x <z} =inf{V}'f: 2> xo}.
ii) Deducir de i) que la funcién vy es continua en x.

iii) Demostrar a partir de ii) y de la descomposicién f = vy — (vy — f) que toda funcién
continua y de variacién acotada sobre un intervalo [a,b] es una diferencia de funciones
mondtonas estrictamente crecientes y continuas sobre [a, b].



Ejercicio 13. Sean f,« : [a,b] — R tales que f es una funcién continua y « es una funcién de
variacion acotada.

i) Demostrar que | f | € R(vq).

ii) Demostrar que vale la desigualdad

b b
[ 1 da| < [1f] dva.

Sugerencia: Ejercicio 3.

b
iii) Deducir de ii) que | [ f doz‘ < J:Ig[i}l(a} |f(z)| Vba.

xT

iv) Para cada z € [a,b] se define ¢(z) = [ f da (observar que 1 estd bien definida). Probar

a
que v es una funcién de variacién acotada en [a, b].

Ejercicio 14. Demostrar que si f : [a,b] — R es una funcién de variacién acotada entonces es
integrable Riemann. En particular toda funcién monétona en [a, b] es integrable Riemann.

Sugerencia: Pensar en términos de integracion Riemann-Stieltjes, reducirse al caso mondétono y
usar integracion por partes.



