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1. A partir de los axiomas de los números reales, probar

a) Sia < b y c < 0, entoncesac> bc

b) ab = 0 si y śolo si a = 0 o b = 0

c) Si x2 + y2 = 0, entoncesx = y = 0

d) x2 = y2 si y śolo si x = y o x = −y

e) x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy+ y2)

f) Si 0 6 a < b y 0 6 c < d, entoncesac< bd

2. Mostrar que si 0< a < b, entonces

a <
√

ab<
a + b

2
< b

3. SeaA un subconjunto no vacı́o deR acotado superiormente. Probar que son equivalentes las
siguientes definiciones alternativas del supremo deA.

(I) α ∈ R verifica que

(i) para todoa ∈ A esα > a

(ii) si t > a para todoa ∈ A, entoncest > α

(II) α ∈ R verifica que

(i) para todoa ∈ A esα > a

(ii) para todoε > 0 existeaε ∈ A tal queα − ε < aε

(III) α ∈ R verifica que

(i) para todoa ∈ A esα > a

(ii) existe una sucesión (an) ⊂ A tal que ĺım an = α

Enunciar y demostrar equivalencias análogas para eĺınfimo.

4. a) Mostrar que los siguientes conjuntos no están acotados superiormente:

R>0 , {m2 / m∈ N}

b) Mostrar que los siguientes conjuntos no están acotados inferiormente:

Z , {x−1 / x < 0} , {−x2 + 2x + 1 / x ∈ R}
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5. SeanA, B ⊂ R dos conjuntos no vacı́os tales queA ⊂ B

a) Suponiendo queA y B est́an acotados superior e inferiormente, establecer y demostrar
las relaciones de orden entre los números: supA , ı́nfA , supB , ı́nfB.

b) ¿Qúe sucede cuandoA o B no est́a acotado superior o inferiormente?

6. Hallar –cuando existan– supremo,ı́nfimo, ḿaximo y ḿınimo de los siguientes subconjuntos
deR

a) A1 = (a,b]

b) A2 =

{
1
2n
/ n ∈ N

}

c) A3 = A2 ∪ {0}
d) A4 = {x ∈ Q / 0 6 x 6

√
2}

e) A5 = {x2 − x− 1 / x ∈ R}

f) A6 =

{
1
n

+
1
m
/ n,m ∈ N

}

g) A7 = {x2 − 5x + 4 / x ∈ [2,4)}
h) A8 = {x ∈ Q / x2 + 4 < 16}
i) A9 = {x ∈ R − Q / 1 < x3 + 1 6 3}

7. DadoA ⊂ R no vaćıo y c ∈ R se definec.A = {cx / x ∈ A}. Denotaremos−A al conjunto
(−1).A.

a) Probar que siA est́a acotado superiormente, entonces−A est́a acotado inferiormente y
vale

ı́nf(−A) = − supA

b) Probar que sic > 0 y A est́a acotado superiormente, entoncesc.A tambíen lo est́a y vale

sup(c.A) = csupA

c) ¿Qúe se puede decir cuandoc < 0?

d) Enunciar y probar resultados análogos a los anteriores paraı́nf(c.A).

8. DadosA, B ⊂ R, ambos no vaćıos, se definen

A + B = {a + b / a ∈ A , b ∈ B}
A.B = {ab / a ∈ A , b ∈ B}

a) ¿Qúe condiciones deben satisfacerA y B para que exista sup(A+ B)? Estudiar la relación
entre sup(A + B) y supA + supB

b) ¿Es posible dar resultados parecidos a los de la parte a) paraA.B, relacionando en este
caso los ńumeros sup(A.B) y supA. supB? ¿Cúales?
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9. Seac ∈ R tal que|c| < 1. Analizar la existencia de lı́m cn.

10. Sea (an) una sucesión de ńumeros reales tal que lı́m an = L

a) Probar que

(i) Si r < L, entonces existen0 ∈ N tal quean > r para todon > n0

(ii) Si r > L, entonces existen0 ∈ N tal quean < r para todon > n0

b) ¿Puede reformularse a)(i) si sólo se sabe quer 6 L?

c) ¿Qúe puede decirse deL si se sabe que existen0 ∈ N tal quean > r para todon > n0?
¿Cambia la conclusión si se sabe quean > r para todon > n0?

11. Probar que para cadax ∈ R existe una sucesión (qn) ⊂ Q estrictamente decreciente tal que
lı́m qn = x.

¿Es cierta esta afirmación si se reemplazadecrecienteporcreciente?

12. Dar un ejemplo de una sucesión de Cauchy de ńumeros racionales que no converja a un
racional.

13. a) Si (an) es una sucesión de Cauchy, probar que lı́m
n→∞

(an+p − an) = 0

b) Mostrar que la rećıproca de a) no es cierta.

Sugerencia: an = ln n.

14. Sea (an) una sucesión de ńumeros reales que converge a 0 y sea (σn) la sucesíon de las
medias aritḿeticas(promedios) definida por

σn =
a1 + · · · + an

n

Demostrar que lı́m σn = 0

15. Dados una sucesión de ńumeros reales (an) y un númeroα ∈ R, se dice queα es unpunto
lı́mite de (ank) si existe una subsucesión (an) tal que ĺım ank = α.

Hallar los puntos lı́mite de las sucesiones siguientes

a) 1− 1
n

b) (−1)n

c) cos(nπ2 )

d) (−1)n(2 + 3
n)

e) 1
2 , 1

3 , 2
3 , 1

4 , 2
4 , 3

4 , 1
5 , 2

5 , 3
5 , 4

5 , . . .

f)
n + (−1)n(2n + 1)

n

16. Hallar los ĺımites superior e inferior de las sucesiones del ejercicio anterior.
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17. Hallar el ĺımite superior e inferior de

a) 1, 3, −1, 1, 3, −1, 1, 3, −1, . . .

b)
(
1− 1

n

)
sen

(
n
π

2

)

c) (−1)n
(
2 +

3
n

)

d) (−1)n.n

e) n(−1)n

f) 1 +
n

n + 1
cos

(
n
π

2

)

g)
n

n + 1
sen2

(
n
π

4

)

h) n2 sen
(
n
π

2

)

i) (sn) definida por:s1 = 0 , s2n =
s2n−1

2
, s2n+1 =

1
2

+ s2n

j)
n
3
−

[n
3

]

18. Encontrar una sucesión (xn) ⊂ R tal que ĺım xn = −3, lı́m xn = 5 y el conjunto{xn / n ∈ N}
sea infinito.

19. Sea (an) una sucesión de ńumeros reales acotada. ¿Cuántos elementos de (an) pueden ser
mayores quelı́man + ε (ε > 0)? ¿Y menores que lı́man − ε?

20. ¿Es cierto que

a) silı́m xn = 2, entonces existen0 ∈ N tal quexn > 1,99 para todon > n0?

b) si lı́m xn = b, entonces existen0 ∈ N tal quexn 6 b para todon > n0?

21. Sean (an) y (bn) dos sucesiones de números reales. Enunciar y demostrar las relaciones de
orden entre los siguientes números:

lı́m(an + bn) , l ı́m (an + bn) , l ı́man + l ı́mbn , l ı́man + l ı́mbn


