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PRELIMINARES

El objetivo de estas notas es dar una introduccién al tema de Ecuaciones Diferenciales Or-
dinarias (en adelante ODE) a nivel elemental. Las notas estan dirigidas a estudiantes de la
materia Analisis I — Matematica 3 de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Uni-
versidad de Buenos Aires. Al diseniar estas notas debemos tener en cuenta que en esta materia
el tema de ODE se dicta en no mas de 5 semanas. Es por esta razén que ciertos temas se dejan
para desarrollar en los trabajos practicos. Entre esos temas estan los métodos de resolucién de
ecuaciones de primer orden y muchos ejemplos de aplicaciones que estan como ejercicio para los
alumnos.

En estas notas discutiremos algunos problemas en los cuales aparecen ODE, daremos la de-
mostracién del Teorema de Existencia y Unicidad local de solucién y analizaremos el dominio
de definicién de las mismas. A fin de dar claridad al texto, daremos las demostraciones bajo
condiciones simples.

Se daran los métodos de resolucion de ecuaciones y sistemas lineales a coeficientes constantes
(tanto homogéneos como no homogéneos).

Por otro lado, se discutird la nocién de diagrama de fases y su relacién con la posibilidad
de prediccién del comportamiento de las soluciones sin conocer una férmula andalitica de las
mismas. Se vera como son los diagramas de fases de sistemas lineales a coeficientes constantes
de dimension 2 y también para sistemas no lineales conservativos. Se discutird la nocién de
estabilidad lineal y se utilizarda para determinar la estabilidad de equilibrios de sistemas no
lineales de dimensién 2.

1. INTRODUCCION

1.1. Generalidades. Sea V(t,z,y, z) un campo de velocidades correspondiente a un fluido (por
ejemplo). En el curso ya vimos que una particula que se mueve en el fluido sigue una trayectoria
o(t) tal que su vector velocidad, o’(t), verifica o’(t) = V (¢, 0(t)) para todo tiempo ¢.

Esto es un sistema de ecuaciones diferenciales de ler. orden. A saber, sio(t) = (z(t),y(t), 2(t))
se debe tener para todo t,

Vl(taxvya Z)J
VQ(tv‘rvyv Z)u
Vs(t, @y, 2).

xl
(1.1) y
Z/

Claramente, para determinar la posicion de una particula en un instante ¢ debemos conocer
también su posicion en alguin instante £y ya que en un instante dado habra particulas en diferentes
puntos y por lo tanto sus trayectorias no son iguales.

De modo que lo que nos plantearemos serd encontrar una solucién de (1.1) sujeta a que
o(ty) = Xo donde ty € R y Xo € R? son dados.
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Por ejemplo, en una variable podriamos intentar resolver el problema
x () d

Tenemos — = 1, pero = —logz(t). Por lo tanto, lo que queremos es que
x xz(t) dt

d
pn logz(t) =1 para todo t.

De aqui que se deba tener logx(t) = t + ¢ para alguna constante c¢. Como para ¢ = 0 tenemos
x2(0) = 1. Debe ser log1l = ¢. Esto nos dice que ¢ = 0 y por lo tanto logz(t) = t o lo que es
equivalente

Por otro lado, si tenemos

la misma cuenta nos da loga = ¢. Por lo tanto,

logx =t +loga

_ et-i—log a _ t

T ae .

Vemos que a distintos datos iniciales le corresponden distintas soluciones y ademads, si son
distintas en ¢ = 0 son distintas para todo t. Veremos mas adelante que este hecho es una
propiedad general de las soluciones de ODE que dice que dos trayectorias de particulas diferentes
no se cortan.

Veamos otro ejemplo de sistema de ecuaciones.

Supongamos que tenemos una particula de masa unitaria sujeta a un campo de fuerzas F' =
(F1, F3, F3). Entonces, como la fuerza es la masa por la aceleracién, si o(t) es la trayectoria de
la particula, se verifica

o’(t) = F(t,o(t)) para todo t.
Es decir,

:E” = Fl(taxv Y, Z)a
y” = F2(t7$7 Y, Z)v
2 = F3(t,z,y,2).
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3 : / / /
Ahora bien, si llamamos 29 = z, 21 =2', 9 =y, y1 =Y, 2 = 2z, 21 = 2. Entonces,
obtenemos el siguiente sistema de primer orden:

1‘6 =2,
zy = Fi(t, 20, 0, 20),
Yo = v,
Yy = Fa(t, 0,90, 20),
Z(/) = Z1,

[ 21 = F3(t, 20, %0, 20)-

Este mismo enfoque permite tratar el caso en que el campo de fuerzas depende de la velocidad
(',y',2"). Esto es asi cuando, por ejemplo, hay algtin tipo de friccién (como la resistencia del
aire). Esta fuerza de friccién es proporcional a la velocidad y con sentido opuesto. De modo
que en general la fuerza serd de la forma F = F(t,z,y, z,2',y',2’) y tendremos (reordenando las
ecuaciones)

/

(xo = 1,
/
Yo = Y1,
/
20 = <1,

Fl(ta':EO’yOv 20,21, Y1, 21)7

8
BRS
I

Es decir, un sistema de ecuaciones de la forma

¢ =G(t,p),

donde ¢ ahora no es la trayectoria de una particula en el espacio, sino en lo que se llama el
“Espacio de Fases” donde una fase es un par (o,¢’) donde o = posicién y o’ = velocidad.

En el espacio de fases ¢ es una trayectoria del campo G. De modo que cualquier teoria y
cualquier informacion que podamos recoger para sistemas de ler orden, nos dard informacion
para sistemas de 2do. orden (mediante la reduccién descripta arriba). Pero ahora, si queremos
determinar la trayectoria o de la particula a partir de la trayectoria ¢ en el espacio de fases,
necesitamos datos iniciales para ¢ y éstos son o(tg), o’(tp). Es decir, hay que dar la posicién y
velocidad en un mismo tiempo tg para obtener la trayectoria de una particula sujeta a un campo
de fuerzas. Esto es bastante intuitivo desde el punto de vista fisico dado que una particula sujeta
a un campo de fuerzas que empieza, digamos en el instante ¢ = 0, en un cierto lugar, podria
tener trayectorias distintas si originalmente su velocidad apunta en direcciones distintas.

En general, si tengo una ecuacion de orden n:
(12) ‘T(n) :f(t,flf,l‘,,.'ll‘//,"' 71‘(”_1))7

podemos reducirla a un sistema de n ecuaciones con n incégnitas de la siguiente forma: Llamamos
ro=x,2 =, 1y =a", 23 =", , zp_1 = V. Mediante este proceso (1.2) resulta
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equivalente a

(1.3) T3 = T4,

2 — $n—17

1= f(tu Ty L1, T2, 71"71—1)'

/
Ty

/
\ Lp—

Luego, en este caso, vemos que tenemos que dar condiciones iniciales

z(to), ' (to), 2" (to), " (to), - .., ™ V(ty),

para determinar la trayectoria x(t).

Un caso particular de sistemas de ecuaciones de ler. orden que resultan ser de especial
importancia son los sistemas lineales, es decir aquellos sistemas X' = V (¢, X), X € R" en donde
V' es una funcién lineal de X para cada t y continua con respecto a t. Estos sistemas tienen la
forma

/
T = a1 +aexe + -+ Q1pTn,

33/2 = a21%1 + A22%2 + - -+ + 2Ty,
(1.4)

/
Ty = Ap1T1 + Gp2x2 + - + AppTnp.

Aqui (21,22, -+ ,2,) = X y la matriz (a;;) es la matriz asociada a la funcién lineal V. Los a;;
son, en general, funciones continuas de la variable ¢. Cuando los coeficientes a;; no dependen de
t, decimos que se trata de un sistema lineal de ler. orden con coeficientes constantes.

Uno de los motivos que da especial importancia al estudio de los sistemas lineales, es que los
mismos pueden dar informacion relevante sobre el comportamiento de las soluciones de sistemas
mas generales (sistemas no lineales). Veremos esto con mas detalle en el dltimo capitulo.

1.2. Descripcion de algunos métodos de resoluciéon de ecuaciones de ler. orden. Para
el caso particular de 1 ecuacién de ler. orden, existen varios métodos para hallar las soluciones.
En estas notas s6lo mostraremos el mas sencillo de estos, que ya hemos usado, y es el llamado
método de separacion de variables. ;En qué consiste?

Supongamos que la ecuacién tiene la forma

entonces, debe tenerse (si f(z) # 0)
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. Entonces

Sea F(s) = /;(l:;, es decir F'(s) = o)

d ot @)
SP(a(t) = F'(a(t)2'(t) = .

Sea ahora G(t) = /g(t) dt. Entonces,

S P() = a0,
De aqui que
F(z(t)) =G(t) + ¢ (i.e. F(x)=G(t)+c¢)
y si podemos despejar de aqui = tendremos la solucién general z(t) dependiendo de una constante
¢ a determinar por los datos iniciales.

En la practica, la forma de escribir este razonamiento es como sigue:

dt’
por lo tanto,
dz
— = t).
= f(@)g(t)

Llevamos todo lo que depende de = a la izquierda y lo que depende de ¢ a la derecha operando
con los diferenciales como si fueran nimeros. Entonces se obtiene

dr
f(z)

Integrando a ambos lados (olvidando que dependen de distinta variable, ya que son los diferen-
ciales los que nos dicen respecto de qué variable integramos)

]féj,) - / o) dt.

= g(t) dt.

o lo que es lo mismo

2

Ejemplo 1.1. Hallemos la solucién general de ' = x*. Aplicando el método de separacién de

variables, tenemos

dx 9 dz 1 1
=z = =dt = ——=t+c¢c = xT=-— .
T t+c

dt z2

Si, por ejemplo, z(0) = 1 se tiene —1 = ¢. Por lo tanto la solucién es
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Observemos que la solucién hallada no estd definida para todos los valores de ¢. El intervalo
(que contiene al 0) en donde se encuentra definida la solucién es (—oo, 1) y no puede extenderse
més alld de ahi. En principio, de la ecuacién diferencial 2/ = 22, no habia ningin elemento que
nos hiciera pensar que algo asf podria suceder, dado que la funcién V(z) = 22 es “tan buena”
como uno quiere.

Este ejemplo nos dice que en el desarrollo de la teoria general no podemos esperar un resultado
de existencia que nos diga que si V() es regular entonces vaya a existir una solucién definida
para todo tiempo t. El resultado de existencia serd local.

Ejemplo 1.2. Hallar, por el método de separacion de variables, las soluciones del problema

¥ = Vi,
z(0) = 0.

Aplicando el método de separacién de variables (suponiendo que z(t) # 0 para t > 0 para
poder dividir por /) obtenemos

dz.
Nz

Como z(0) = 0 se sigue que ¢ = 0 y por lo tanto

=dt = 2J/r=t+c

Pero observemos que, como z/(0) = 0 podemos prolongar x a t < 0 como la funcién idéntica-
mente nula. Es decir, tenemos una solucién dada por

1,2 :

=t t 0
z(t) =4 sE=

0 sit<0.

Por otro lado, si resolvemos por el mismo método este problema con dato inicial 0 dado en
un 7 > 0 (es decir, pidiendo que z(7) = 0) y resolviendo para t > 7 obtenemos

1
z(t) = E(t —7)% parat>rT

y como antes podemos extender esta solucién a t < 7 como la funcién idénticamente 0. Es decir,
tenemos

0 sit<T.

1 2 :
g(t—7 sit>T
(t) — { 4( ) )
Observemos que ambas funciones son solucién de la ecuacién ' = \/z y satisfacen z(0) = 0. O

Vemos con este ejemplo que no siempre existe una tunica solucién al problema de valores
iniciales. Para obtener unicidad, que desde el punto de vista de las aplicaciones fisicas es una
propiedad importante, habra que pedir hipétesis adicionales sobre la funcién f(¢, ) del segundo
miembro de la ecuacién que garanticen la unicidad. Observar que f(z) = y/z no es regular en
x = 0. En el préximo capitulo estableceremos condiciones que aseguran unicidad de solucién.
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2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION

En este capitulo daremos resultados de existencia y unicidad local de solucién para sistemas
de ler. orden de la forma
X' =F(t, X).
Necesitamos ciertas propiedades del campo F, a saber

Definicién 2.1. Sea F(t, X) definida parat € I y X € Q) donde [ es un intervalo de la recta y
Q) es un abierto de R™. Decimos que F' es Lipschitz en la variable X en I x €2 si F' es continua
en las variables t y X en I x € y existe una constante L tal que para todot € I, X,Y € Q,

1E@X) = F@Y)| < LI|X =Y.

Decimos que F es localmente Lipschitz en la variable X en I x €2 si para todo intervalo cerrado
y acotado J contenido en I y todo conjunto cerrado y acotado 2 contenido en ) se tiene que
F es Lipschitz en J x .

Observacion 2.1. La condicion de Lipschitz local dice que hay una constante como la L de arriba
para cada subconjunto J x € como los descriptos, pero la constante puede ser distinta para
distintas elecciones de los conjuntos. Ademds es esencial aqui que los conjuntos J y € sean
acotados y estén contenidos, junto con sus bordes, en I y € respectivamente .

Ejemplo 2.1. Sean I y ) intervalos de la recta. Si f: I x Q — R es continua y existe f,(t,z)y
es continua en I x {2, se sigue que f es localmente Lipschitz en la variable x en I x (.

En efecto, sea J un intervalo cerrado y acotado contenido en I y sea €2’ un intervalo cerrado y
acotado contenido en el intervalo Q. Sea L = max{|f.(t,z)| : t€ J,z € Q}. Site J, x,ye
se tiene

(&) = fty)l = 1fa(t,0) (z —y)| < Lz -y,
ya que 6 es un punto en el intervalo de extremos x e y y por lo tanto pertenece al intervalo
. O

Observacion 2.2. El ejemplo 2.1 se generaliza a R™ pero no haremos los detalles aqui.

Ejemplo 2.2. Sea F(t,X) = A(t) X + b(t) con A(t) € R™™ y b(t) € R™. Si los coeficientes
a;j(t), bi(t) de la matriz A(t) y el vector b(t) son funciones continuas de la variable ¢ en un
intervalo I se sigue que F' es localmente Lipschitz en la variable X en I x R™. Si el intervalo
es cerrado y acotado, F' es Lipschitz en la variable X en I x R™.

En efecto, sélo tenemos que ver esta tultima afirmacién. Sea K una constante mayor que
la;j(t)| para t € I y para todo 4,5 = 1,...,n. Entonces,

2
n n

IA(X — AQY|* = [AD)(X =Y)[P =) aij(t)(z; = yj)
i=1 \j=1

< Cn Y agg ()P (z) — yj)* < CulPn || X = Y|

,j=1
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Por lo tanto ||A(t)X — A(#)Y]| < L||X — Y| donde L? = C,K?n y se sigue que F(t, X) es
Lipschitz con constante L ya que F(t,X) — F(t,Y) = A(t)X — A(t)Y. O

Estamos en condiciones de enunciar el teorema de existencia de solucién para un sistema de
ler. orden.

Teorema 2.1. Sean I un intervalo de la recta y Q un abierto de R™. Sea F(t,X) un campo
localmente Lipschitz en la variable X en I x Q. Sean T € I y & € Q. Si T es interior a I, existen
A >0 y una funcion continuamente diferenciable X : [T — A\, 7+ A C I — Q tales que

X'(t) = F(t,X(t)), paratodote [t — N1+,
X(r) =¢.
Si T es el extremo izquierdo de I, existen A > 0 y una funcion continuamente diferenciable
X :[r, 7+ A CI—Q tales que
X'(t) = F(t,X(t)), paratodot € [r,7+ )\,
X(r)=¢.

Se tiene el resultado andlogo si T es el extremo derecho del intervalo 1.

Observacion 2.3. Este teorema no lo demostraremos con esta generalidad. Daremos la de-
mostracién de una versién muy simplificada para el caso de una ecuaciéon. A saber,

Teorema 2.2. Sea I un intervalo de la recta. Sea f(t,z) una funcion Lipschitz en la variable
zenlXR., Seant € I, £ € R. SiT esinterior a I, existen X\ > 0 y una funcion continuamente
diferenciable x : [T — A\, 7+ A\| C I — R tales que

2 (t) = f(t,z(t)), paratodot € [T —\ 1+ N,
(1) =¢.

Se tienen los resultados andlogos si T es un extremo del intervalo 1.

(2.1)

Demostracion. Supongamos que z(t) es una solucién del problema. Integrando la ecuacién
diferencial a partir de 7 y usando la condicién inicial tenemos

(2.2) x(t) =&+ / f(s,z(s)) ds, para ten [T — A\, T + A

Reciprocamente, si 2:(t) es una funcién continua en [ — A\, 7 4+ A] y es solucién de la ecuacién
integral (2.2) se sigue que x es continuamente diferenciable y que 2’ = f(¢,z). Por otro lado,
evaluando en ¢ = 7 en la ecuacién integral (2.2) vemos que z(7) = £. Por lo tanto (2.2) es
equivalente a (2.1). El método de construccién de una solucién serd, por lo tanto, buscar una
solucién de la ecuacion integral. Y ésto lo haremos por un método iterativo. A saber, definiremos
inductivamente

zo(t) =

¢,
i) =€+ / F(s,x0(s)) ds,
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e, inductivamente,
t
(2.3) z(t) =€ +/ f(s,21-1(s)) ds

Observemos que estas funciones estan definidas en I.

Si probamos que la sucesién de funciones continuas z(t) converge uniformemente en [7 —
A, 7+ A] a una funcién z(t) se tendrd, por un lado, que z(t) es continua en [T — A\, 7 + A] y, por

el otro, que
/fsa:k dsa/fsx

Por lo tanto z serd una solucién continua de (2.2) y en consecuencia una solucién de (2.1).

Veamos entonces que la sucesién de funciones asi construida converge uniformemente en |7 —
A, 7+A] para algin A > 0. Para eso, veamos que existe A > 0 tal que la sucesién es uniformemente
de Cauchy en [T — A, 7 + A]. Esto significa que satisface que para todo £ > 0, existe kg tal que
para todot € [T — A\, 7+ A y k,j > ko,

[ar(t) — 2;(1)] < e.

Con este fin acotaremos primero las diferencias de dos términos consecutivos. Para esto
necesitaremos utilizar la condiciéon de Lipschitz en la variable x de f en I x R. Sea L la
constante de Lipschtiz, entonces como

s = €+ [ fs.mu()ds,

:§—|—/ f(s,zk—1(s)) ds,

restando ambas ecuaciones vemos que

g1 () — 2k (t) :/ [f(s,21(s)) = f(s,2-1(s))] ds.

De aqui que, parat > 7,

21 () — 2u ()] < / [F(s.21(s)) = F(s,zro(s))] ds < L / [24(s) — 21 (s)]| ds.

1
Sea ahora \ < o tal que I :=[1 — A\, 7+ A] C I. Entonces,
max{|zr1(t) — xp(t)|, t € [1,7+ A} < L|t — 7| max{|zk(t) — xx_1(t)|, t € [1,7 + A}
1
< 3 max{|zg(t) — zp_1(t)|, t € [1, 7+ N}

A una desigualdad anéloga se llega en el intervalo [7 — A, 7].

Llamemos ahora mj, = max{|zy(t) — xx—1(t)|, t € I\}. Tenemos entonces,

1
M1 < k-
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Iterando esta desigualdad, obtenemos

Finalmente, si j = k + m,

2k (t) — 2 ()| = |zk(t) — Trm ()| = | . (Tkti(t) — Thriv1(D))]

m— m—1 my m— 1 my
§ka+z+1<mlz2k+z=725 21
=0 i=0 =0

m
Por lo tanto, dado € > 0 si j, k > kg donde QTil < € se tiene para t € [T — A\, 7 + ],

Il
=)

|z (t) — xp(t)] < e.
Claramente, de la demostracién se ve que si 7 es el extremo izquiedo de I y A < 1/2L es tal
que [7,7 + A] C I, se tiene una solucién en el intervalo [7,7 + A].

Anélogamente, si 7 es el extremo derecho de I y A < 1/2L es tal que [7 — A\, 7| C I, se tiene
una solucién en el intervalo [T — A, 7]. 0

Antes de discutir cudl es el mayor intervalo que contiene a 7 donde hay definida una solucién
del problema, veamos un resultado de continuidad de las soluciones respecto del dato inicial que
implicara la unicidad local de solucién.

Teorema 2.3. Sean I y f como en el Teorema 2.2. Sean 7 € I y &1,& € R.
Sean 1,z : [1,n] C I — R soluciones de

(2.4) ' = f(t,z) en [1,1],

con x;(1) =&, 1=1,2.
Eziste una constante C(n) dependiente de n tal que

(2.5) |1(t) — z2(t)| < C(n) &1 — &2|  parat € [7,n].
Se tiene el mismo resultado si x1,z2 : [n, 7] C I — R son soluciones de

o' = f(t,x)  enn,7],
con x;(1) =&, 1=1,2.

Demostracion. Lo demostraremos en el caso que n > 7. La demostracién del otro caso es
enteramente andloga.

Sea L la constante de Lipschitz de f en I x R. Integrando la ecuacién (2.4) para z1 de 7 a t,

tenemos
t
=& +/ f(s,z1(s))ds
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Anélogamente, integrando (2.4) para z2 obtenemos

x2(t) = &2 +/ f(s,z2(s)) ds.

Restando ambas ecuaciones
t

n1(t) — wot) = &1 — &2+ / (s, 21(5)) — f(s,2a(s))] ds

T

y por lo tanto,
t
(2.6) 21 (1) — 2a(t)] < |61 — o] + L / j21(s) — 2(s)] ds.

Para obtener de (2.6) una desigualdad para |z1(t) — z2(t)| usaremos el

Lema 2.1 (de Gronwall). Sea g > 0 continua en un intervalo que contiene a 7. Si

/Ttg(s) ds

g(t) < AePltTl,

(2.7) g(t) < A+ B

)

se sigue que

Suponiendo probado el Lema de Gronwall, podemos aplicarlo con g(t) = |x1(t) — z2(t)| ¥
obtenemos

j21(t) = 22(t)| < €1~ &le"TT < Cn) |6 — G| sit € [rn).
donde C(n) = e(=7), O

Probemos ahora el Lema de Gronwall.

Demostracion del Lema de Gronwall. Lo haremos en el caso t > 7. La demostracién en el otro
caso es totalmente analoga.

¢
Sea G(t) = / g(s) ds. Entonces (2.7) nos dice que

G'(t) < A+ BG(t).
O, lo que es lo mismo,
G'(t) — BG(t) < A.

—B(t—7)

Multipliquemos la inecuacién por e . Tenemos

(e B Gt) = e BED(G' (1) — BG(t)) < Ae BUT),

Integrando de 7 a t y usando que G(7) = 0, tenemos

t A
e BE=) G(1) < A / Bl gs = _ A

j B(e—B(t—T) _ 1)7
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De aqui que

Como la desigualdad (2.7) dice que
g9(t) <A+ BG(1),

se sigue que

A
B

que es lo que queriamos demostrar. O

g(t) < A+ B (P — 1) = AP

Como corolario del Teorema 2.3 se obtiene el resultado de unicidad local. A saber,

Teorema 2.4. Sean I y f como en el Teorema 2.2. Sean 7 € I y £ € R. Sean 7 € J; C I,
Te€JCIlyx;:J;i — R parai=1,2 tales que
o, = f(t,z;) en J;

zi(1) = ¢
Entonces, x1(t) = za(t) sit € JyNJa.
Demostracion. Sea T € [t1,t2] C J1 N Jy. Probaremos que x1 = x5 en [t1,t3]. Como el intervalo
es arbitrario, se sigue que 1 = z9 en Jy N Js.

Probamos primero que 21 = x9 en [7,t2]. (Podriamos tener 7 = ¢; y no habria que probar
nada mas). En efecto, por el Teorema 2.3 tenemos

|z1(t) — 22(t)] < C(t2) [ = €| =0 en [1,t2].

Andlogamente,
[21(t) —22(t)] S C(t1) [§ =&l =0 en [ty,7].

El teorema estd demostrado. OJ

Observacion 2.4. Estos resultados de continuidad respecto de los datos iniciales y de unicidad
son validos bajo las condiciones del Teorema 2.1. Pero no daremos sus demostraciones aqui
aunque son enteramente similares a las demostraciones de los Teoremas 2.3 y 2.4.

Observacion 2.5 (Prolongacién de soluciones). A partir del Teorema 2.4 vemos que si tenemos
una solucién x; del problema

28) o(r) = €.

en un intervalo 7 € J; C I y una solucién xy del problema (2.8) en 7 € Jy C I, tenemos en
realidad una solucién z de (2.8) en J; U Ja. En efecto, si definimos

_ xl(t) siteJ,
z(t) = .
xa(t) site Jy,

{x, = f(t,{E),
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se tiene que T esta bien definida en J; U J y es solucién de (2.8) ahi.

Podemos por lo tanto definir la solucion mazimal de (2.8). A saber, sea 7 € J C I el mayor
intervalo donde hay definida una solucién, es decir

J =U{J : 7€ Jy Jes un intervalo en el que hay definida una solucién de (2.8)}.

Entonces hay una solucién definida en J, esta solucién es tnica y no es posible prolongarla a
un intervalo més grande que J. Esta es la llamada solucién mazimal.

Observacion 2.6. Supongamos que f(t,z) es Lipschitz en la variable x en [t1, 3] X R para todo
intervalo cerrado y acotado [t1, t2] contenido en I. Veamos que la solucién maximal estd definida
en todo I.

En efecto, sea 7 € [t1,t2] C I. Aplicando el Teorema 2.2 con I reemplazado por el intervalo
[T,t2], la construccién nos da una solucién en todo [7,ts] si to —7 < 1/2L. Si no, obtenemos una
solucién x; en [r,7 + 1/2L]. Consideremos ahora, para 71 = 7+ 1/2L el problema

{a;' = f(t,z) en [r, 7+ A,

513(7'1) = :L'l(Tl).

Por el Teorema 2.2, si to — 7 < 1/2L, existe una solucién zo en [71, t2]. Esta solucién se pega
bien con z1 en 71 y por lo tanto obtenemos una solucién en |7, t2].

Si por el contrario, to — 71 > 1/2L, existe una solucién z9 en |11, 71 + 1/2L], y por lo tanto
tenemos una solucién en [7, 7 + 2 %]

Siguiendo asi, como existe un k € N tal que 7+ k % > t9, vemos que en un numero finito de
pasos debemos tener una solucién definida en todo [r, t2].

Andlogamente se ve que hay una solucién definida en [t1, 7].

Por lo tanto, hay una solucién definida en [t1, t2]. De donde, la solucién maximal esté definida
ahi. Como el intervalo 7 € [t1,t2] C I es arbitrario, se sigue que la solucién maximal estd definida
en todo I.

Observacion 2.7. Cuando la solucién maximal estd definida en todo I, decimos que la solucién
es global. Por la Observacién 2.6, vemos que bajo las condiciones del Teorema 2.2, la solucion
maximal es global. Este resultado también es cierto si, en el Teorema 2.2, en lugar de una
funcién f(t,x) tenemos un campo F(t,X) Lipschitz en la variable X en J x R™ para todo
intervalo cerrado y acotado J C I. Es decir, el resultado de existencia global es vélido para
sistemas de n ecuaciones con n incégnitas de la forma

X' = F(t, X)

si F' es Lipschitz en la variable X en J x R™ para todo intervalo cerrado y acotado J C I.

En particular, las soluciones de un sistema lineal con coeficientes continuos en un intervalo
abierto I son globales, tanto en el caso homogéneo como no homogéneo. Enunciaremos este
resultado para referencia posterior.
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Teorema 2.5. Sea I C R un intervalo abierto (posiblemente todoR). Sean a;;(t), bi(t) funciones
continuas en I para i,7 = 1,---,n. Sean 7 € I, £ € R". Eziste entonces una unica solucion
X = (21, -+ ,x,) de

/
T1 = 01171 + a1222 + - - - + a1y + b1,

I‘IQ = a91x] + ao2Ts + - - - + agpxy + bo,
(2.9)

/
Ty = Ap1T1 + Qp2T2 + -+ - + AppTp + by,

que satisface X (1) = &. Esta solucion estd definida en todo el intervalo I.

Observacion 2.8. La condicién de Lipschitcianidad global no puede relajarse a Lipschitcianidad
local. En efecto, como vimos en la introduccién, la solucién del problema

/
CC:ZL'2

z(0) =1

1
es x(t) = 13 Por lo tanto, el intervalo maximal de existencia para este problema es (—oo, 1),

mientras que I = R; ya que, en este ejemplo, f(t,z) = 22 es localmente Lipschitz en la variable
xz en R x R (pero no lo es globalmente).

3. SISTEMAS LINEALES DE 1ER. ORDEN Y ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 7

En este capitulo estudiaremos el conjunto de soluciones de sistemas lineales de n ecuaciones
con n incégnitas. Probaremos, en el caso homogéneo, que el conjunto de soluciones es un espacio
vectorial lo que nos dice cémo sera la solucién general. Dada la relaciéon entre ecuaciones de
orden n y sistemas de n ecuaciones, deduciremos resultados analogos para el caso de ecuaciones.
Finalmente, daremos un método para encontrar la solucién general de sistemas (resp. ecuaciones)
no homogéneas a partir de la solucién general del sistema (resp. ecuacién) homogéneo asociado.

3.1. Generalidades y sistemas homogéneos. Empecemos probando que el conjunto de solu-
ciones de un sistema lineal homogéneo forma un espacio vectorial de dimensién n.

Teorema 3.1. Sea I C R un intervalo abierto. Sean a;j(t) funciones continuas en I. Sea

A(t) = (aij(t)) € R™™.  El conjunto de las soluciones del sistema lineal homogéneo de n
ecuaciones con n incognitas
(3.1) X'=A(t)X

es un espacio vectorial de dimension n.

Demostracion. Recordemos que todas las soluciones estan definidas en todo el intervalo I. Por
lo tanto, podemos sumarlas y multiplicarlas por escalares. Lo que tenemos que ver, para ver
que es un espacio vectorial, es que al sumar dos soluciones obtenemos otra solucién y lo mismo
sucede si multiplicamos una solucién por un escalar. Esto es consecuencia de la linealidad de la
operacién de derivacién y de la funcién A(¢)X (en la variable X). En efecto, sean X y Xy dos
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soluciones y X = X; 4 X3 es decir, X es la funcién de I en R" definida por X (t) = X (t)+ Xs(t)
para cada t € I. Veamos que X es también solucién de (3.1). Tenemos,

X() = X/ (8) + X3(t) = A() X1 () + A1) Xa(t) = A()) (X1 (£) + Xa(t) = A®)X(2),
Por lo tanto X satisface (3.1).
Sea ahora ¢ € R y sea X = ¢ X1, entonces
X'(t) = eX(t) = cAt) X1 (t) = A(t)(cX1(t)) = A(t) X (t).
y nuevamente obtenemos que X es solucién de (3.1).

Veamos ahora que hay una base del espacio de soluciones formada por exactamente n solu-

ciones. Para esto, aplicamos el Teorema 2.5 con 7 € I cualquiera fijo. Sean X;, i =1,...,n, las
soluciones maximales de (3.1) que verifican X;(7) = ¢;, donde {ey,...,e,} es la base canénica
de R™.

Obtenemos asi n soluciones. Veamos que son linealmente independientes, ésto es, que la inica
manera de obtener la funcién 0 al hacer una combinacion lineal de estas soluciones es tomando
todos los coeficientes iguales a 0.

Supongamos entonces que tenemos constantes ¢y, ..., ¢, tales que
(3.2) aXi(t)+---+cpXn(t) =0 paratodot e I
Debemos probar que necesariamente ¢; = cg = - -+ = ¢, = 0. En efecto, tomando ¢ = 7 en (3.2)
obtenemos

cie1 + -+ cpe, = 0.
Como {ey,...,e,} son linealmente independientes, se sigue que necesariamente ¢; = ¢y = -+ =
¢n, = 0 como queriamos demostrar.

Resta ver que {Xi,...,X,} generan el espacio de soluciones de (3.1). Es decir, que toda
solucién puede escribirse como combinacion lineal de estas n soluciones. En efecto, sea X una
solucién de (3.1) y sea & = X (7). Como {ey,...,e,} es una base de R", existen constantes
ci,...,cp, tales que

§=cier + -+ cpen.
Construyamos ahora la siguiente funcién: Y (t) = c1 Xi1(t) + - - - + ¢, X, (t) para t € I. Entonces,
como el conjunto de soluciones de (3.1) es un espacio vectorial, se sigue que Y es también una
solucién de (3.1). Pero, por la eleccién de las constantes ¢y, - - , ¢y, se tiene que Y (1) = £. De
modo que tenemos dos soluciones de (3.1) con el mismo dato inicial £ en ¢t = 7. Por el teorema
de unicidad de solucién se sigue que X =Y. Recordando quién es Y vemos que

X(t)=aXq1(t)+ -+ cpnXn(t) paratodot €I,

como queriamos demostrar. O

Un resultado importante, del cual esencialmente ya probamos una parte en el teorema anterior
es el siguiente

Proposicién 3.1. Sean {Xi,...,X,} soluciones de (3.1) y sea 7 € I cualquiera. Entonces
{X1,..., X} son linealmente independientes como funciones de t en I si y sdlo si los vectores
{X1(7),...,Xn(7)} son linealmente independientes en R".
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Demostracion. Como en la demostraciéon del Teorema 3.1 supongamos que los vectores
{X1(7),...,Xn(7)} son linealmente independientes en R™.

Veamos que las funciones { X1, ..., X}, } son linealmente independientes. En efecto, sicy,...,c,
son constantes tales que la funcién ¢1 X (¢) +- - -+ ¢, X, (¢) es la funcién 0, veamos que ¢; = ¢y =
-+« = ¢, = 0. En efecto, evaluando en ¢t = 7 vemos que

61X1(7)+"'+Can(T) :0

y como {X1(7),...,Xn(7)} son linealmente independientes en R™, se sigue que ¢; = cg = -+ =
¢, = 0.

Reciprocamente, supongamos que las soluciones { X1, ..., X,,} son linealmente independientes
y veamos que los vectores {Xi(7),...,X,,(7)} también lo son. En efecto, supongamos que

Cle(T) + -+ Can(T) =0.

Sea Y(t) = 1 X1(t) + - + ¢, Xn(t) para t € I. Entonces, Y es una solucién de (3.1) con dato
inicial Y'(7) = 0. Por el teorema de unicidad de solucién se sigue que Y = 0. Esto es,

aXi(t)+---+cpXn(t) =0 paratodot el

Como las funciones { X1, ..., X, } son linealmente independientes obtenemos que necesariamente
c1=cy=---=c¢, =0 como queriamos demostrar. O

Tenemos inmediatamente el siguiente corolario

Corolario 3.1. Sean {X1,...,X,} soluciones de (3.1) y sea T, € I cualesquiera. Entonces los
vectores {X1(7),..., Xn(7)} son linealmente independientes si y solo si los vectores {X1(n),...
, Xn(n)} lo son.

Observacion 3.1. Sea {X1,..., X, } una base de soluciones de (3.1). Construyamos una matriz
ubicando a estos vectores como columnas y llamémosla Q(¢). A una matriz de este tipo la
llamamos matriz fundamental. Es facil ver que

Q'(t) = A(t)Q(t) paratodot € I.
ya que las columnas de A(t)Q(t) son los vectores A(t)X;(t).

Como el determinante de una matriz es no nulo si y sélo si sus columnas son linealmente
independientes, el Corolario 3.1 dice que

det Q(7) # 0 paraun 7 € I siy sélo si det Q(t) #0 para todo t € I.
Observemos ademés que como toda solucién de (3.1) es combinacién lineal de las columnas
de @, se sigue que toda solucion es de la forma
1
X(t) =Q(t)C para algin vector C =
Cn

Observemos por otro lado, que dada una matriz U(t) € R™ "™ cualquiera (es decir, si no
pedimos que las columnas sean solucién de un mismo sistema lineal homogéneo), no tiene por
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qué ser cierto que el determinante es distinto de cero en un punto si y sélo si lo es en todos los
puntos. Por ejemplo, si
t 0

se tiene que det U(0) =0y detU(1) =1,

A partir de los resultados anteriores sobre el conjunto de soluciones de sistemas lineales, y
dada la equivalencia de una ecuacién de orden n con un sistema de primer orden de n ecuaciones
con n incognitas, obtenemos resultados sobre el conjunto de soluciones de una ecuacién lineal
de orden n. En efecto,

Consideremos la ecuacién

(3.3) ™ 4 a1 ()Y a0z 4 a ()2 + ao(t)z = f(1).

Como vimos en la introduccién, si z es solucién de (3.3) se sigue que X = (z,2/,2",...,z™Y)
es solucién del sistema

Ty = X1,
T = 19,
(3.4)
x;z—Z = Tp-1,
( Ty = —ao(t)zo — ar1(t)1 — -+ — an-1(H)zp-1 + f(2).
Reciprocamente, sea X = (9,21, ,Zp—1) una solucién de (3.4), entonces la funcién z(t) =

xo(t) es solucién de (3.3). En efecto, la primer ecuacién del sistema (3.4) dice que z1 = 2/, la
segunda dice que zg =z} = 2”. La tercera dice que z3 = xf, = 2’”. Y asf hasta la peniltima

que dice que xp,_1 =2} _, = ("1 Finalmente, con esta informacién la tltima ecuacién dice
que
2™ = z 1 =—ao(t)xg —ar(t)x1 — - — an—1(t)xn_1 + f(t)
= —ap_1 ()Y — ap o)z — o — gy () — ag(t)z + (1)

Es decir, = es solucién de (3.3).

Se tiene, por lo tanto, el siguiente resultado

Teorema 3.2.

(1) Sea I un intervalo abierto de la recta y sea 7 € I. Sean a;(t), i =1,...,n—1 y f(¢)
funciones continuas en I. Para cada n-upla (yo,y1,.-.,Yn—1) eziste una unica solucion
de (3.3) que satisface

2(1) = yo, (1) = y1, 2"(7) = g2, - 2"TI(T) = yy.

Ademds la solucion estd definida en todo el intervalo I.
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(2) Sea I un intervalo abierto de la recta y sean a;(t), i = 1,...,n—1 funciones continuas en
I. El conjunto de soluciones de (3.3) cuando f =0 — es decir en el caso de la ecuacion
lineal homogénea de orden n — es un espacio vectorial de dimension n.

(3) Bajo las mismas hipdtesis que en (2), un conjunto {x1,...,z,} de soluciones de (3.3)
es linealmente independiente — y por ende una base de soluciones — si y solo si
z1(T) zo(r) - xp(T)
' (7) 5(7) 2, (7)
W(x1,x2,...,2,)(7) := det () wy(1) p(7) # 0
V) 2 ) - 2l ()
W(x1,x2,...,2,) se llama el Wronskiano de las soluciones x1,...,x, y, dado un con-

Junto de soluciones de la ecuacion lineal (3.3) en el caso homogéneo f =0, se tiene que
W(z1,x2,...,2,)(7) # 0 para algin T € I siy solo si W (z1,x2,...,2,)(t) # 0 para todo
tel.

Demostracion. Probemos (1). Veamos primero la existencia de solucién para cada n-upla de
datos iniciales.

Sea & = (yo,Y1,---,Yn—1) y sea X = (zo,21,...,Tp—1) la solucién de (3.4) con dato ini-
cial X(7) = £ Como vimos antes, z = z( es solucién de (3.3) y ademds 2’ = z1, ,2" =
T2, ..., 2" =z, . Por lo tanto, () = yo, (1) = y1, ..., 2" V(1) = y,_1. Y por lo

tanto existe solucién, como queriamos demostrar.

Probemos ahora la unicidad de solucién. En efecto, si x y & son dos soluciones de (3.3) con
los mismos datos iniciales en t = 7, veamos que son iguales.

Sean X = (z,2/,2",..., 2 V) y X = (z,#,&",...,27V). Entonces X y X son soluciones

de (3.4) y X(7) = X (7). Por el teorema de unicidad de solucidn, se sigue que X (t) = X (¢) para
todo t € I. En particular, z(t) = Z(t) para todo t € I, como afirmamos.

Probemos (2). Recordemos que en este caso f = 0. Por lo tanto se trata de una ecuacién
homogénea y el sistema lineal equivalente también es homogéneo. Es ficil ver que el conjunto
de soluciones es un espacio vectorial.

Para ver que el espacio vectorial de soluciones tiene dimensién n, basta demostrar que hay n

soluciones z!, 22, ..., 2™ linealmente independientes tales que cualquier solucién se expresa en
la forma z = cia' + cox® + - - + cp,2” para alguna eleccién de constantes ¢, ..., ¢,. Veamos
entonces que ésto es asi.

Fijemos 7 € I. Para cada i = 1,...,n, sea X; = (z},2,...,2¢_;) la solucién de (3.4) con
Xi(r) = e; donde {ey,...,e,} es la base candnica de R"™. Sabemos que {X1,...,X,} es una
base del conjunto de soluciones de (3.4).

Sea ahora x una solucién de (3.3) y llamemos X = (z,2’,2",...,2("~Y). Como X es solucién
de (3.4), existen constantes ¢y, ..., ¢, tales que X = ¢; X1 + - - - + ¢, Xy, en particular

1
T =g+ coxd + -+ .

con zj, ..., zl soluciones de (3.3).
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Veamos que las soluciones {:c(l], ...,z } son linealmente independientes. En efecto, si tuviéra-
mos

1 2
T =c1xg+ coxh+ -+ ezl =0,

tendriamos

o' =c1(xp) + c2(ag) + -+ enlaf) =0,

2" = cr(wg)” + ea(w)” + o+ enlap)” =0,

2 = e (2) PV 4 ey (2) Y 4 ey (2D = 0.
Como el sistema (3.4) dice que (z})*) = 21, se sigue que
X = (z, 22", . 2" = X1+ Xo+ -+ Xn =0
y como {X1, ..., X,,} son linealmente independientes,
co=cg=---=c¢cp,=0.

Con lo cual hemos demostrado el punto (2).

Finalmente, probemos el punto (3). Sean {x1,zo,...,2,} soluciones de (3.3). Veamos que
son linealmente independientes si y sélo si { X7, Xs,...,X,,} lo son, donde
(3.5) X; = (g, a2, a"Y)
es solucién del sistema equivalente (3.4). En efecto, supongamos que {Xi, Xs,...,X,,} son

linealmente independientes, y que se tiene para ciertas constantes
cry + oo + -+ ey =0

y veamos que ¢; = ¢g = --- = ¢, = 0. En efecto, como en la demostracion del punto (2), si
llamamos x = c1z1 + coxo + - - - + Ccpxy vemos, derivando sucesivamente, que

/ / / /
T =c1x] + cxy + -+ cpx, = 0,

(n—1) (n—1) (n—1)

x =11y + oy o f et =0,

Por lo tanto, ¢1 X1 + coXo + -+ + ¢, X;, = 0. Como {X;, Xo,...,X,} son linealmente inde-

pendientes, se sigue que ¢; =co =--- =¢, = 0.
Supongamos ahora que {x,z2,...,x,} son linealmente independientes, y que se tiene para
ciertas constantes
(3.6) X=cXi1+eXo+ -+ X, =0
y veamos que ¢; = cg = --- = ¢, = 0. En efecto, se sigue de (3.6), mirando la primer entrada

del vector X, que

c1xy + coxo + -+ + ey = 0.

Como {z1,x9,...,x,} son linealmente independientes, se sigue que ¢; = ¢y ="+ = ¢, =0.
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Ahora, recordemos que un conjunto de n soluciones de un sistema lineal homogéneo de n
ecuaciones con n incégnitas es linealmente independiente si y sélo si, para la matriz Q(t) cuyas
columnas son las n soluciones del sistema, se tiene

det Q(7) #0 para algin 7 € I.

y que
det Q(7) # 0 para algiun 7 € I siy sélo si det Q(t) # 0 para todo ¢ € I.

Como en nuestro caso, las soluciones {Xi,..., X, } del sistema (3.4) vienen dadas por (3.5),
la matriz Q(7) resulta

1(7) 3(7) 2n(T)
() 5 (T) z,,(7)
Q)= | =@ @) 7 (7)
A0 ) e
Por lo que det(Q(7)) = W(x1,x2,...,2,)(7) v se tiene lo enunciado en el punto (3). O

3.2. Sistemas no homogéneos. Analizaremos ahora el caso de sistemas lineales no homo-
géneos y veremos un método — el método de variacion de pardmetros o de constantes — que
nos permite hallar las soluciones de un sistema lineal no homogéneo si conocemos una base del
conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado.

Teorema 3.3. La solucion general del sistema lineal (2.9) tiene la siguiente forma
(3.7) X() = X,(6) + Xn (1)
donde X, es una solucion particular del sistema (2.9) y Xg es la solucion general del sistema
lineal homogéneo asociado, es decir, de (2.9) pero con b; = 0.
Demostracion. Sea X, una solucién particular de (2.9) y sea X otra solucién. Sea Y = X — Xj,.
Entonces, si A = (aij) es la matriz asociada al sistema (2.9) se sigue que
Y'=X'— X, = A(t)X + b(t) — (A(t) X, + b(t)) = A(t)(X — X,) = A(1)Y.
Por lo tanto, Y es una solucién del sistema homogéneo asociado. Es decir, una solucién de
(3.8) Y = A(t)Y.
Sea ahora X = X, +Y donde Y es una solucién de (3.8), entonces
X' =X, +Y' = A(t)X, +b(t) + A(t)Y (t) = A(t)(Xp +Y) +b(t) = A(t) X + b(t).
Es decir, X es solucién de (2.9). O

Veamos ahora el método de variacién de constantes.
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Teorema 3.4. Sea A(t) € R™ " continua en un intervalo abierto I. Sea {Xi,---,X,} una
base del conjunto de soluciones de (3.8). Sea b(t) € R"™ continuo en I. Existen funciones
c1(t), -+ ,cn(t) continuamente diferenciables en I tales que

Xp(t) = er(O)Xa(t) + -+ + en(t) Xn(2)

es una solucion particular del sistema X' = A(t)X +b(t). Mas precisamente, las funciones ¢;(t)
son primitivas de las soluciones c(t) del sistema lineal de ecuaciones (para cada t)

c(t)

()
Q| . | =,

cn(t)

donde Q(t) es la matriz formada por los vectores X;(t) puestos como columnas.

Demostracion. Recordemos que en la observacién 3.1 vimos que si tomamos la matriz Q(t) cuyas
columnas son los vectores X(t) — llamada matriz fundamental — se tiene

Q'(t) = A(1)Q(t)
y la solucién general del sistema (3.8) es
Xu(t) = Q)C,

donde C' es un vector constante. (Esto es exactamente decir que Xp(t) = c1 X1(t)+- - -+c, Xn(1)).
Por lo tanto, lo que se esta proponiendo es tomar

Xp(t) = Q(1)C(1),

donde ahora reemplazamos el vector constante C' por un vector cuyas componentes son funciones
continuamente diferenciables en I.

Para ver que de esta manera podemos hallar una solucién de X’ = A(t) X 4 b(¢t), simplemente
derivamos y vemos qué tiene que satisfacer C'(t). Por la regla de derivacién del producto (que
sigue valiendo en este caso de producto de una matriz por un vector),

X5(6) = Q(OC() + Q') = ADQC() + Q)T (1)
— A0)X,(8) + QU)C'(£) = A(R) X, (1) + b(t),
(3.9) QT (1) = b(o).

Recordemos que det Q(t) # 0 para todo ¢t € I por ser una matriz fundamental (ver Observacién
3.1). Podemos por lo tanto invertir la matriz Q(¢) y obtenemos

(3.10) C'(t) = Q)" b(t).

De esta manera obtenemos funciones continuas — las componentes del vector Q(¢)~'b(t) —
que deberfan ser las componentes del vector C’(t) para que X, sea una solucién del sistema no
homogéneo X' = A(t)X + b(t).
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Lo tnico que resta ahora para encontrar las funciones ¢;(t) (componentes del vector C) es
integrar componente a componente (3.10) para obtener funciones continuamente diferenciables
en I.

Observemos que al integrar uno tiene constantes de integracion arbitrarias. Podemos simple-
mente tomarlas igual a 0 para obtener una solucién particular. Si las dejamos en la expresion
de las funciones ¢;(t) obtenemos directamente la solucién general del sistema no homogéneo ya
que el término adicional Q(t)C' que obtenemos es la solucién general del sistema homogéneo
asociado. O

Veremos ejemplos de aplicacion de este método al final del capitulo siguiente donde aprende-
remos a hallar la solucién general de sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes.
En la préctica lo que se hace es plantear (3.9) — que es, para cada t, un sistema lineal de
ecuaciones con incognitas ¢ (t),-- - , ¢}, (t) —, resolver el sistema y finalmente integrar el resultado
para obtener ¢q(t), -, cp(t).

Veamos ahora cémo se aplica el método de variaciéon de parametros para resolver ecuaciones
lineales no homogéneas de orden n.

Consideremos la ecuacién

(3.11) 2™ 4 ap 1 ()2 + ap_ o) 4o 4 ar (D)2 + ao(t)z = f(t)
y supongamos que tenemos una base {z1,...,x,} de soluciones de la ecuacién homogénea aso-
ciada.

Tomemos las funciones X;(t) = (z;, 5, . .. ,xin_l)). Sabemos que {X1,...,X,} es una base

de soluciones del sistema lineal homogéneo de ler. orden asociado al siguiente sistema

T, = 71,
T = 29,
(3.12)
T = Tp—1,
z = —ao(t)xg —ar()x1 — - — an_1(t)xn_1 + f(1).

El sistema (3.12) es un sistema no homogéneo con no homogeneidad

El método de variacién de pardmetros para el sistema (3.12) dice que una solucién particular
tiene la forma

Xp(t) = cr() X0 (t) + -+ + enlt) Xa(t),
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donde las funciones cq, ..., ¢, son solucion del sistema
c(t) 0

(3.13) ov | : | =] :
n(t) ft)

Aqui la matriz Q(t) tiene por columnas los vectores X;(t). Por lo tanto el sistema (3.13) es

A ()z1(t) + ch(t)aa(t) + - - - + () za(t) =0,
A2 (1) + () a5(t) + - - - + ()2, (t) = 0,
(3.14) ¢ ()x] (1) + ca(t)ay(t) 4 - - + ¢ (D) () = 0,

(2" () + (025" () + -+ (2 (0) = F(0).
Como la primer componente del vector X,(¢) es una solucién particular de (3.11) se sigue que
si las derivadas de las funciones ¢y, - - - , ¢, satisfacen (3.14), la funcién
zp(t) = cr(t)z1(t) + - - 4 cn(t)zn(t)
es solucién de (3.11).

Tenemos por lo tanto el siguiente teorema

Teorema 3.5 (Método de variacién de parametros para una ecuacién lineal no homogénea de
orden n). La solucién general de la ecuacion (3.11) tiene la forma

a(t) = zp(t) + 2 (t),

donde x, es una solucion particular de (3.11) y xg es la solucion general de la ecuacion ho-
mogénea asociada.

Una solucion particular tiene la forma
xp(t) = Cl(t)xl(t) +ee cn(t)xn(t)a

donde las derivadas de las funciones ci,...,c, satisfacen el sistema (3.14) y {x1,- - ,xn} es
una base de soluciones de la ecuaciodn homogénea asociada.

4. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

En este capitulo buscaremos soluciones de sistemas lineales con coeficientes constantes. En
el caso de sistemas de 2 x 2 hallaremos la solucién general. En dimensiones mayores, dejaremos
indicada la idea de como son las soluciones. Comenzaremos por el caso homogéneo y después
veremos cémo encontrar la solucién general del no homogéneo a partir de la solucién general del
homogéneo.

En todo el capitulo estudiaremos el sistema
(4.1) X' = AX,

donde A € R™ x R™ es una matriz constante.



28 NOEMI WOLANSKI

En el caso n = 1 ya sabemos cémo es la solucién general. En efecto, el sistema (4.1) se reduce
a
/
' =ax

t con ¢ € R arbitraria.

cuya solucién general es x(t) = ce®
Motivados por el caso unidimensional, veamos si para sistemas hay soluciones de la forma
X(t)=¢M,  AeR, £eR™
Calculemos:
X' =exeM, AX = (A)eM
de modo que X' = AX siy sélo si AE = AE.

Para tener solucién no trivial quiero que & # 0. De modo que X (t) = e es solucién no
trivial de (4.1) si y s6lo si A es autovalor de A y £ es un autovector asociado al autovalor A.

De modo que si existe una base de R™ formada por autovectores de A, es decir, si existen
{&1, ..., &} linealmente independientes tales que

A& = N&

para ciertos \; € R (en otras palabras, la matriz A es diagonalizable), se tiene una base de
soluciones del sistema lineal homogéneo (4.1) formada por las funciones X;(t) = &elit.

Observemos que los A; no tienen por qué ser distintos para distintos ¢. Las soluciones X; =
£;eMt son linealmente independientes porque lo son en ¢ = 0 ya que X;(0) = &;.

En este caso la solucién general de (4.1) es
n
X(t) = Z et
i=1

con ¢; € R constantes arbitrarias.

Un caso particular en donde estaremos en esta situacién es si todos los autovalores de A
son reales y distintos ya que autovectores correspondientes a autovalores distintos siempre son
linealmente independientes. Pero, como dijimos antes, podriamos tener una base de autovectores
aunque A no tenga todos los autovalores distintos.

(1)

Hallar las soluciones del sistema X’ = AX.

Ejemplo 4.1. Sea

Para hallar los autovalores debemos buscar los A € R tales que

() ()

tenga una solucién no trivial. Para ésto es necesario y suficiente que

A—-1 =2
p(/\):det< 9 )\_1> =0.
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Recordemos que p(A) se llama el polinomio caracteristico de la matriz A (p(\) = det(AI —A)).

En este caso, p(\) = (A — 1)2 — 4. Por lo tanto, los autovalores son A\; = 3 y A\g = —1.

Busquemos ahora autovectores asociados a estos dos autovalores. Para A1 = 3, un autovector

serd solucién de (3 — A)¢ = 0, es decir, tendra componentes (1, z2) tales que

(2 30

Es decir, z1 — 2 = 0. Por lo tanto, un autovector asociado a A\; = 3 es §&; = (1,1) y tendremos

la solucién

X (t) = e (1) .

Para el caso de Ay = —1 debemos resolver el sistema (—1 — A)§ = 0, es decir

(5 2=

que equivale a x1 + x2 = 0 y tiene por solucién a & = (1, —1), y nos da la solucién

De aqui que la solucion general es

(4.2) X(t) = 1™ G) +epet (_D .

En este ejemplo el sistema que queriamos resolver es:
/

T, = T1 + 229,

x’Q = 2x1 + x9.

De la férmula (4.2) encontramos que la solucién general en coordenadas z1, 2 es

T = cle3t + CQG_t,

T = cle3t — CQG_t,

con ¢ y co constantes arbitrarias.

En muchas situaciones ocurre que los autovalores de la matriz son niimeros complejos (aunque
la matriz sea real) y por ende, sus autovectores asociados pertenecen a C". En esta situacién
conviene pensar que estamos trabajando en C” en lugar de R™. Es decir, admitimos soluciones
que tomen valores complejos. La ventaja es que cuando A tiene autovalores complejos, puede
ser diagonalizable en C™ pero no lo sera en R"™. Para ver que podemos trabajar en C" definamos

la exponencial de un nimero complejo.
Definicion 4.1. Sea A = a + i3 € C, definimos

e = e%(cos B + isen 3).
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Es facil ver que la exponencial asi definida sigue satisfaciendo las propiedades de la exponencial
real, por ejemplo, eM T2 = eMer2. Ademds se tiene

d
—eM = XM,

dt

En efecto,

d d
%e” = (eat(cos Bt 4 isen ﬁt)) = ae™(cos Bt + isen Bt) + e B(—sen Bt + i cos (Bt)
= e ((a cos Bt — Bsen (t) + i(asen Gt + [ cos ﬁt)) = eo‘t((a + i) (cos Bt + i sen ﬁt))
= e,
Por lo tanto, si hay una base de C" formada por autovectores de A, tendremos una base del
conjunto de soluciones complejas del sistema X’ = AX construida como en el caso real.

Ejemplo 4.2. Hallar las soluciones de
T1 =T1 — T3,
Ty = 1,

Ty =T1 — X2.

En este caso

1 0 -1
A=1|1 0 0
1 -1 0
Para hallar los autovalores planteamos
A—=1 0 1
M—-A=| -1 X 0],
-1 1 A

con lo cual resulta p(A) = A= 1DA2 =1+ A=A -2+ A —-1)=A-1)(AN +1) y los
autovalores (las raices de p(\)) son A\; = 1, Ao =i y A3 = —i. Por lo tanto, al ser los 3 distintos,
hay una base de C™ formada por autovectores de A y podremos encontrar una base de soluciones
del sistema diferencial si admitimos que tomen valores complejos.

Empecemos por buscar autovectores asociados a los autovalores hallados.

Para A\ =1

0 0 1 I
-1 1 0 zo | =0.
-1 11 3

Es decir, z3 = 0, 1 = 2. Una solucién es (1,1,0). Por lo tanto una solucién del sistema es

).
1
Xi(t)y=¢€[1
0



ECUACIONES ORDINARIAS PARA ANALISIS II 31

Para Ay =1
1—1 0 1 T
-1 ¢ 0 zo | =0
-1 1 = T3
Es decir

(i — 1)1‘1 +x3 = 0,

—x1 +1x9 =0,
ya que la tercer ecuacién es combinacién lineal de las 2 primeras. Una solucién es 1 =4, 9 = 1,
x3 = 1+ 4 que nos da la solucién compleja del sistema diferencial

‘ 1 1 —sent 4 icost
Xot)=e€"| 1 = (cost +isent) 1 = cost +isent
141 1+1 (cost —sent) +i(cost + sent)
Finalmente, para el autovalor A3 = —1,

—-1—-1 0 1 T1

-1 1 — T3
Es decir
(—i — 1):]:'1 +x3 =0,
— 1 — i.’EQ = O,
que tiene por soluciéon a xr1 = —i, z9 =1, xz3 =1 — 1.

Antes de proseguir, observemos que el autovector
—1i
1
1—1
asociado al autovalor —1 es el conjugado del autovector que hallamos asociado al autovalor 7. Y el
autovalor —¢ es el conjugado del autovalor . De modo, que la solucién que estamos encontrando

es la conjugada de Xs(t) (Recordemos que t es real). Por lo tanto, si escribimos Xs(t) =
Xg(t) +iX7(t) con Xi y X reales, tendremos que X3(t) = Xg(t) — i X;(¢).

Como . .
XR:§(X2+X3) y XIZZ(XQ—X?,%
se sigue que Xgr y X7 son soluciones reales.

Es facil ver en este ejemplo que {X;, X, X7} son linealmente independientes y por lo tanto
forman una base del espacio de soluciones reales del sistema diferencial. Enseguida veremos
que éste es un hecho general y que (cuando A es real) siempre podemos encontrar una base de
soluciones reales a partir de una base de soluciones complejas ya que éstas vendran de a pares
conjugados.
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Para terminar de encontrar la solucién general en este ejemplo observemos que

—sent cost
Xr(t) = cost . Xi(t) = sent
cost —sent cost + sent

Por lo tanto la solucién general real es

1 —sent cost
X(t)=cre' | 1] + ¢ cost + c3 sent
0 cost —sent cost+sent

En coordenadas,
1 = cret — cosent 4+ c3cost,
To = clet + cocost 4 c3sent,
x3 = (cg + c3) cost — (cg — c3)sent.

g

Veamos entonces que lo observado en el ejemplo 4.2 es un hecho general y que el mismo
procedimiento se puede aplicar a toda matriz real A que posea un autovalor complejo.

En efecto, supongamos que A = o+ i con § # 0 es un autovalor de A y sea £ = w + v, con
w y v vectores reales, un autovector asociado. Es decir,

A€ = XE.
Conjugando componente a componente, y como A es real, tenemos

A€ = )¢
Es decir, A es un autovalor de A asociado al autovector . Esto nos da dos soluciones complejas
conjugadas, a saber

Xi(t) = eMe | Xa(t) = ME = X (t).

Como en el ejemplo 4.2, podemos realizar combinaciones lineales de X1 = Xg(t) +iX;(t) y
X9 = Xpg(t) — i X;(t) para obtener soluciones reales. Tenemos que

Xp(t) = (X0 + Xa(0), Xi(t) = 5-(Xi(6) — Xa(0))

son soluciones del sistema. Veamos que Xg y X; son linealmente independientes (recordemos
que X1 y X3 lo son porque son independientes en ¢t = 0 al ser £ y £ autovectores correspondientes
a autovalores distintos).

Veamos que la tinica combinacion lineal de Xr y X7 que da la funcién 0 es aquella que tiene
las dos constantes nulas. En efecto, si ¢c1 X + co X7 = 0 se tiene
2

C C C C C
(X1+X2)+2§<X1—X2)=(i+£ L=

0 a2y,
2 21') 1+(2 21')2



ECUACIONES ORDINARIAS PARA ANALISIS II 33

Por lo tanto,

1,1 .
—C —C9 —
gt T T
1 1
—C1— —C2 =
9T 9™

Es facil ver que la tnica solucién posible de este sistema para las constantes c1,co es ¢ =
Cy = 0.

De esta manera sabemos cémo encontrar una base de soluciones reales en el caso de dimension
2 si los dos autovalores de la matriz A son distintos.

La misma idea funciona en més dimensiones. Los autovalores complejos vienen de a pares
conjugados y si en una base de soluciones complejas reemplazamos un par de soluciones con-
jugadas por la parte real y la parte imaginaria de una de ellas, se sigue teniendo una base de
soluciones. Esto es lo que hicimos en el ejemplo.

En dimension 2 el tnico caso que nos queda por analizar es el de un autovalor real de multipli-
cidad 2. Sea A este autovalor. Si hay una base de autovectores, estamos en el caso que sabemos
resolver. Pero en realidad es un caso muy simple, ya que tendremos A = Al y por lo tanto es
un sistema desacoplado

) = Ary,
xh = A1,

At

cuya solucién general es () = c1eM, x5(t) = c2e con ¢; y ¢o constantes arbitrarias.

Si no hay una base de autovectores, s6lo tenemos una solucién de la forma X (t) = eM¢.
., Cémo encontrar otra solucién linealmente independiente?

Para tratar de entender cudl puede ser la forma de la segunda solucion del sistema, estudiemos

primero el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.3. Hallar una base de soluciones del sistema
X' = <1 A) X

En este caso, la matriz tiene un sélo autovalor A con autovector asociado (0,1) y no hay
ninguiin otro autovector linealmente independiente. Con lo cual el método desarrollado hasta el
momento no nos permite hallar todas las soluciones de la ecuacion.

Sin embargo, en este ejemplo, el sistema se “desacopla” de la siguiente manera. La ecuacion
para x1 es
Ty = A1y,
con lo cual z(t) = creM, Ahora, la ecuacién para xs resulta
Th=m1 + A\vg = cle)‘t + Azg,

que es una ecuacién lineal no homogénea de orden 1. Es sencillo entonces hallar la forma general

para x2 y la misma es

x9 = (c1t + cz)eAt.
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En sintesis, tenemos que la solucién general de la ecuacién es

= (2) ) o) 0 () )

Es decir la base de soluciones es

() (0)=6)))

Volviendo al caso general de una matriz con un tinico autovalor y espacio de autovectores de
dimension 1, y basados en el ejemplo 4.3, buscamos una segunda solucién en la forma

X(t) = MGt + &),

para ciertos vectores £1,&s. Derivando tenemos

X'(t) = XeM (&t + &) + eMey.

O

Por otro lado,
AX(t) = eM ALt 4 M AE,.

Para que X'(t) = AX (t) para todo t se debe tener
A& = A&,
Al = A2 + &1

Como A es autovalor de A podemos tomar como £; un autovector asociado y con ésto se
satisface la primer ecuacién. Elegido &1, la segunda ecuacion pasa a ser un sistema lineal no
homogéneo con matriz del sistema A — Al singular.

Veamos que este sistema siempre tiene una solucién. En efecto, sea 1 un vector tal que
& y 1 son linealmente independientes. Por lo tanto, {n,&1} es una base de R%. Entonces,
An = c1m + c2€1. De aqui que la matriz de A en la base {n,&;} es

C1 0
A{Tlvgl} = <CQ )\> :

Como A es el tinico autovalor de A, el polinémio caracteristico de A es p(r) = (r — A\)2. Por
lo tanto, ¢; = A. Finalmente, tomamos & = /¢y y tenemos

1 1
Al = —An = —(An+ 261) = M + &1,
C2 (&)
como queriamos.

Observemos que co # 0, y por lo tanto podemos dividir por él, ya que si no fuera asi se tendria
que 7 seria también autovector y habria un base de autovectores, lo que habiamos supuesto que
no pasaba.

Observacion 4.1. Lo que hemos hecho es hallar una base de Jordan de la matriz A.



ECUACIONES ORDINARIAS PARA ANALISIS II 35

Ejemplo 4.4. Hallar una base de soluciones para el sistema

/
Ty = T1 — T2,
xhy = 11 + 3x9.
que tiene polindmio caracteristico

1 -1
=0 )
A-1 1

p()\):det( . A_3> =A=1DA\=3)+1=X -4\ +4=(1-2)%

La matriz del sistema es

Por lo tanto A tiene un tnico autovalor A = 2. Busquemos los autovectores. Debemos resolver

el sistema
r1\ 1 1 1y
er-a (7)) = (0 ) ()=

Es decir, z1 + z2 = 0. Por lo tanto un autovector asociado es

=0
Xy () = e (_}) .

Como no hay una base de autovectores y el autovalor es doble, buscamos la otra solucién
de la forma Xs(t) = e* (&t + &) donde & es el autovector encontrado y & es solucién de
A&y = 28 + &. Es decir, & es solucién de

A (2)= () ()= (1)

es decir, x1 + r9 = —1. Por ejemplo, podemos tomar

0
62 — <_1> 3
con lo cual tenemos la solucién

-2 (()+ ()

La solucién general es entonces

xt=ae (et (D er ()

En coordenadas ésto es,

y tenemos la solucién

T = e2t(cl + cot),

Ty = —th((cl + o) + czt).

Podemos aplicar esta misma idea en mas dimensiones.
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Ejemplo 4.5. Hallar una base de soluciones para el sistema
Ty = 21+ T2,
Ty = T2 — I3,

Tg = T2 + 3T3.

La matriz del sistema es

11 0
A=10 1 -1},
o1 3
que tiene polinémio caracteristico p(\) igual a
A—1 -1 0
det| 0 A=1 1 |=A-1*A=-3)+0-1)=N-1)N\-4r+4)=AN-1)(\-2)

0 -1 X-3

Por lo tanto los autovalores son Ay = 1 y Ao = 2, este dltimo con multiplicidad 2. Busquemos
los autovectores asociados a A\;. Debemos resolver

1 0 -1 0 T1
(I - A) xTo =10 0 1 i) = O,
XT3 0o -1 -2 T3

lo que equivale a z9 = x3 = 0. Por lo tanto un autovector es

1

que da la solucién

Para el autovalor Ay = 2 debemos resolver

1 1 -1 0 I
(2[ - A) T = 0 1 1 €T = 0,
T3 0 -1 -1 T3

lo que equivale a z; — x2 = 0, x2 + x3 = 0. Por lo tanto, no hay 2 autovectores linealmente
independientes asociados a este autovalor doble. Un autovector es

1

que da la solucién
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Para hallar otra solucion linealmente independiente la buscamos de la forma
X3(t) = e* (&t + &3),

donde &3 es el autovector que hallamos y &3 es solucién de (A — 21)&; = o, es decir solucién de

-1 1 0 1 1
0 -1 -1 X9 = 1 s
0 1 1 I3 —1
lo que equivale a —x1 + x2 = 1, 2 + x3 = —1. Una solucion es
0
=1 1
-2
y obtenemos la solucién
1 0
X3(t) = e 1t+| 1
-1 -2

De este modo encontramos 3 soluciones linealmente independientes. La solucién general es
entonces

1 1 1 0
X(t)=ce 0] + coe?t 1| + c3e? 1] ¢+ 1
0 —1 —1 —2

lo que en coordenadas da
z1 = crel + (co + cst)e®

To = ((CQ +c3) + Cgt)th
T3 = —((02 + 2¢3) + Cgt)th

En el caso de sistemas de 2 x 2 ya hemos considerado todos los casos posibles. Pero en el caso
de sistemas de 3 x 3 todavia podriamos tener un autovalor triple. En alguno de estos casos atn
sabemos cémo resolver el sistema. Esto es asi si hay 3 autovectores linealmente independientes
o también si s6lo hay dos autovectores linealmente independientes ya que este caso lo tratamos
como arriba. Sin embargo, este caso es mas complicado que el correspondiente en dimensién 2
o el del dltimo ejemplo ya que el espacio de autovectores tiene dimensién 2 y no esté claro cual
es el autovector que multiplica a t en la tercer solucion.

Pero bien podria suceder que sélo podamos encontrar 1 autovector y todos los demas sean
maultiplos de él. No vamos a discutir este caso, pero se ve que a medida que crece la dimensién
son mas los casos que pueden aparecer.

Para analizar el caso general en dimensiéon n necesitamos mas dlgebra lineal y més tiempo.

Veamos ahora cémo funciona el método de variaciéon de constantes para resolver sistemas
lineales no homogéneos.
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Ejemplo 4.6. Hallar la solucién general del siguiente sistema no homogéneo

/ t
1‘1:551‘{'2%2‘{'67
Ct

/
Ty = —2T T .
2 1+ 2+C082t

Segun el método de variacién de constantes tenemos que encontrar la solucién general del
homogéneo para después encontrar una solucién particular. Buscamos entonces los autovalores
de la matriz del sistema, es decir, las raices del polinomio

p(\) = det (A N 1 A__21> =(A—1)2+4

Los autovalores son, entonces, Ay = 1 + 2i, Ay = 1 — 24.

Busquemos un autovector asociado al autovalor A;. Esto es, resolvamos el sistema

((1+2i)I — A) (i;) _ <222 —;) <i;) =0

Esto es, 2iz; — 222 = 0 que tiene por solucién al vector

1
0
X, = 1420t C) ‘

Vimos que una base de soluciones reales esta formada por la parte real y la parte imaginaria
de X;. Por lo tanto, vamos a encontrarlas.

X1(t) = e'(cos 2t + isen 2t) <1> S (

Xn(t) = et ( cos 2t ) X —e <Sen2t>

—sen 2t cos 2t

y nos da la solucién compleja

cos 2t + 1 sen 2t
—sen2t +1cos2t )’

Por lo tanto

y la solucién general del sistema homogéneo asociado es

Xp(t) = eyt ( cos 2t > + eget (sen Zt) .

—sen 2t cos 2t

Ahora buscamos una solucién particular del sistema no homogéneo de la forma

X,(t) = e1(t)e! ( cos 2t > +ea(t)et (Se“ 2t> .

—sen 2t cos 2t

Las funciones ¢;(t) y ca2(t) las buscamos de modo que la funcién

c0-(30)

satisfaga — con Q(¢) la matriz cuyas columnas son las soluciones Xgr(t) y X(t) —

QUIC'(t) = ¢ (1/ s 2t> '
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Es decir, ¢} (t) y ¢4(t) deben ser solucién de
elcos2t e'sen2t) (cj(t)) ot 1
—elsen2t elcos2t) \ch(t)) — 1/cos2t) "
Es decir, solucion del sistema,

e’ cos 2t ¢ + e'sen 2t ¢y = €',

t
e
t / t /
—e'sen2tcy + e cos2tcy, = ——.
1 27 cos2t

Multiplicando la primer ecuacién por cos 2t, la segunda por sen 2t y restando obtenemos

t( a2 2 / t sen 2t
2t 2t) (1) = ¢! ((cos 2t — ).
e"(cos” 2t 4+ sen “2t) ¢; (t) = e’ cos oy

Por lo tanto,

, sen 2t
ci(t) = cos2t — ——
1) cos 2t’

de donde, integrando, obtenemos

1 1
c(t) = Zsen 2t + 3 log(cos 2t).

Por otro lado, multiplicando la primer ecuacién por sen 2t, la segunda por cos 2t y sumando
obtenemos

el (sen 22t + cos? 2t) cy(t) = el (sen 2t + 1).
Por lo tanto,
cy(t) = sen2t + 1,

de donde, integrando, obtenemos

1
ca(t) = —5 cos 2t + t.

Asi obtenemos una solucién particular, a saber

/1 1 ¢ [ cos2t 1 ¢ (sen2t
X,(t) = (isen 2t + 5 log(cos 2t)>e (—sen 2t> + (— 5 c08 2t + t>€ (cos Qt)

1
5 cos 2t log(cos 2t)

—5 ~gsen 2t log(cos 2t) + t cos 2t
Finalmente, la solucién general se obtiene como X (t) = X,(t) + Xg(t). Por lo tanto, la
solucién general es

e 1 ¢ [ cos2t 1 ¢ (sen2t
X(t) = (isen 2t + 5 log(cos 2t) + cl)e <—sen 2t> + ( ~3 cos 2t +t + 02>e <cos 2t>

1
. 5 cos 2t log(cos 2t) + ¢1 cos 2t + cg sen 2t
=e

1 1
—5 g sen 2t log(cos 2t) + t cos 2t — 1 sen 2t + ¢ cos 2t
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Es decir

1
r1(t) =€t (5 cos 2t log(cos 2t) + ¢; cos 2t + ¢4 sen 2t> ,

1 1
zo(t) = —€ (5 + 5 sen 2t log(cos 2t) — t cos 2t + ¢1 sen 2t — co cos 2t>.

5. ECUACIONES LINEALES DE ORDEN 1. CON COEFICIENTES CONSTANTES

En este capitulo encontraremos la soluciéon general de ecuaciones lineales con coeficientes
constantes de orden n. Comenzaremos con el caso homogéneo.

Teniendo en cuenta la relacién entre ecuaciones de orden n y sistemas de n ecuaciones con n
incognitas vemos que la expresion de la solucién de la ecuacién

(5.1) 2™ 4 a1 ()2 4 a4y (x4 4 ay (B2 + ag(t)z = 0.

dependerd de los autovalores de la matriz

0 1 o .- 0 0
0 0 1 - 0 0
(5.2) A=
0 0 o -- 0 1
—ap —ai —a2 -+ —Qp-2 —0an-1

El polinomio caracteristico de esta matriz es el polinomio
PA) = A"+ a1 A" a2 N2 4 )+ ao,

que es el polinomio que se obtiene cuando se reemplaza en la ecuacién diferencial (5.1) la
derivacion por la correspondiente potencia de A. Llamaremos a este polinomio el polinomio
caracteristico de la ecuacion.

Por lo tanto, la expresion de las soluciones dependera de las raices del polinomio caracteristico
de la ecuacion.

Por lo que vimos para sistemas, si todas las raices Ai,..., A\, son reales y distintas, la solucién
general tiene la forma

x(t) = 1Mt 4 epe?t 4 et

pues ésta es la forma que tiene la primer componente de la solucién general del sistema asociado.

At grat

Esto nos dice que {e ,e*'} es una base de soluciones.

La misma expresion tiene la solucién general compleja si todas las raices son distintas aunque
algunas pueden ser complejas. Las raices complejas del polinomio caracteristico vienen de a
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pares conjugados. Por lo tanto, si A = a4+ i3 con 8 # 0 es una raiz compleja, en la base
compleja de soluciones aparecen dos soluciones conjugadas a saber

z(t) = e(a-l-iﬁ)t’ Z(t) = ela—if)t

Podemos reemplazar este par por un par de soluciones reales, a saber, la parte real y la
parte imaginaria de x(t) ya que no perdemos la independencia lineal de las soluciones con este
reemplazo (la justificacién es la misma que para los sistemas).

Es decir, reemplazamos el par de soluciones complejas elatif)t o(a—iB)t 16 6] par de soluciones
reales ' '
Re(e @Bty = et cos Bt Im(e 2Tt = ¢*sen Bt.

En el caso de ecuaciones de segundo orden, o bien se tiene dos raices reales distintas, o bien
dos raices complejas conjugadas (y por lo tanto distintas), o bien una dnica raiz de multiplicidad
2. Este ultimo es el Unico caso que resta analizar.

Como sugiere la resolucién de los sistemas, en este caso la solucion general es
At
.%‘(t) = (1 + cot)e™,

donde A es la tnica raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién. Esto es asi porque los
autovalores de la matriz (5.2) son todos simples. Por lo tanto, {e*, te’'} es una base de soluciones
en este caso.

De modo que sabemos hallar una base de soluciones para cualquier ecuacion de orden 2.

Después continuaremos con ecuaciones de orden superior. Veamos ahora algunos ejemplos

Ejemplo 5.1. Hallar las soluciones de la ecuacién

2" =22+ =0.

El polinomio caracteristico es
pA) = A2 =224+ 1=(\—1)%
cuya Unica raiz es A = 1.
Por lo tanto, la solucién general es

z(t) = (c1 + caot)el.

Ejemplo 5.2. Hallar las soluciones de la ecuacién

2 +x=0.
El polinomio caracteristico es
p(A) = A +1,
cuyas raices son \; = i, Ay = —i. Por lo tanto tenemos el par de soluciones complejas conjugadas

e, e, Pero podemos reemplazarlas por un par de soluciones reales, la parte real y la parte

imaginaria de e’ a saber cost, sent. Por lo tanto, la solucién general en este caso es

x(t) = c1 cost + cosent.



42 NOEMI WOLANSKI

El caso general de la ecuacién de orden n (5.1) escapa, por problemas de tiempo, a nuestras
posibilidades en el curso. Sin embargo, para completitud de estas notas y para los alumnos
interesados desarrollaremos este caso a continuaciéon. El enfoque utilizado es independiente de
los sistemas de orden n para los que, como dijimos, hace falta mas conocimientos de Algebra
Lineal. Con este fin introduzcamos la nocién de operador diferencial.

Primero definamos el operador de derivacién D por la relacién
Dz =2
El operador D se aplica a una funcién y da por resultado otra funcién. Este operador se
puede componer para obtener derivadas de cualquier orden. A saber,
Dz = D(D(D(-- - (Da)))) = ¥

Otro operador que a una funcién le hace corresponder otra es la multiplicacién por una funcién
(podria ser una constante). Y todavia otro operador es

aDFz := az®
donde a es una funcién continua (posiblemente constante).
Dos operadores pueden sumarse para dar otro operador: Si O; y Oy son dos operadores
(O1 4 O2)x := Oy + Oaz.
Es decir, el resultado es la suma de los resultados.
También pueden componerse para dar como resultado otro operador, a saber

0102:(} = 01 (02:(})

De este modo, la ecuacién (5.1) puede verse de la siguiente manera:
Lx := (D" + a1 D" '+ 4+ D+ ag) z = 0.
Esta claro de esta expresion lo que entendiamos cuando deciamos que el polinomio carac-
teristico de la ecuacién se obtiene al reemplazar derivaciones por potencias de A.

SiAg, ..., Ag son las raices (reales y complejas) del polinomio caracteristico con multiplicidades
ni,...,ng respectivamente (con lo cual ny + -+ + ny = n), se sigue que

p()\) == ()\ — )\1)”1 ()\ — )\2)”2 ce ()\ — )\k)nk
La misma, factorizacién es vélida para el operador L a saber
Lz = (D —X)"(D — X2)" - (D — A\g)" .

Ademas los operadores (D — ;)™ conmutan, es decir
(D — )\j)nj (D — )\Z)”zx = (D — )\Z)nl (D — )\j)nj.%'.
Por lo tanto si sabemos encontrar una base de soluciones de cada operador (D — ;)™ ten-
dremos n soluciones de la ecuacién (5.1).
En efecto, si por ejemplo, (D — A\;)™z = 0, tendremos
Lz =(D—X\)"(D—=X)" - (D= Xg)™z = (D —X)" - (D= \)™ ((D — \)™z) = 0.
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Ademas las n; soluciones correspondientes a la raiz A\; son linealmente independientes y se
puede ver que las n son linealmente independientes.

Veamos entonces como es la solucién general de una ecuacién cuando el operador diferencial

asociado es (D — \)", es decir, cuando el polinomio caracteristico es p(r) = (r — A)™.

Para ésto observemos que
(D _ A)(@Aty) — D(e)\ty) _ )\e)\ty — )\eAty 4+ 6)dfy/ - )\6/\ty — eAty/'
Iterando,

(D =22(My) = (D =N ((D = N(eMy)) = (D= N)(eMy) =My

De modo que iterando llegamos a
(D _ A)n(e)\ty) — 6)\ty(n)

At

Como cualquier funcién x puede escribirse como x = e*y (basta tomar y = e *x), se ve que

(D—=AN"z=0 siysélosi z=eMycony™ =0.
Es decir, si y sélo si = eMy con y = ¢ + cat + - - - + ¢p_1t" L. En efecto,
0= Z/(n) = D(y(nfl)) si y sélo si y(”*l) = k, para una constante k,.

Integando obtenemos
k
y(an) = knt +kn-1 y(nig) = ?ntQ +Ehyat+kno ...

y finalmente

o
Bt t + o

Yo o) (n—2)

n—1)
y se tiene lo afirmado.

Por lo tanto la solucién general de (D — \)"z = 0 es x(t) = eMp,(t) donde p,(t) es un
polinomio de grado a lo sumo n — 1.

Volviendo al operador general con polinomio caracteristico
PA) = (A= A)™ (A= Ag)"™ -+ (A = Ag)"™,
vemos que cualquier funcién de la forma
(5.3) 2(t) = pn, ()M + -+ + pp, (£)M
con py; polinomio de grado a lo sumo n; — 1 es solucién de la ecuacién (5.1).
Por lo tanto hemos encontrado n soluciones de (5.1),
(5.4) {e’\lt, teMt g2eMt o gmTleMt Mkt ekt ,t”k_le/\’“t},

que se puede ver que son linealmente independientes. De modo que (5.3) da la solucién general
de (5.1) y (5.4) es una base de soluciones.



44 NOEMI WOLANSKI

Con ésto encontramos la solucién general compleja. La solucion general real se obtiene reem-
plazando en la base (5.4) los pares de soluciones conjugadas por parte real y parte imaginaria.
Por ejemplo, si \; = a; 4 i3 con (3; # 0, tomamos en lugar de las 2n; soluciones complejas

e>\jt, te)\jt, t2€/\jt, . tnj_le/\jt, e)\jt’ te)\jt’ t2€>\jt, o ,tnj_le)\jt,
las 2n; soluciones reales

€%t cos Bjt, e%tsen B;t, te®! cos B;t, te%itsen Bjt, ..., ti et cos Bjt, t"i~le%tsen Bjt.

Ejemplo 5.3. Hallar las soluciones de la ecuacién

) — 24 +22" — 22" + 2 —x=0.

El polinomio caracteristico de la ecuacion es
PO =X =M 42X 22 1= (A -DM 222 4+1) = A -1)(\2+1)%

cuyas raices son A\; = 1, con multiplicidad 1 y Ay = ¢, A3 = —¢ con multiplicidad 2. Por lo tanto
una base de soluciones es
{e!,cost, sent, tcost,tsent}.

y la solucién general es
x(t) = cre' + (co + ct) cost + (cq + cst)sentt.
O

Utilicemos ahora el método de variacién de pardmetros para hallar la solucién de una ecuaciéon
lineal no homogénea.

Ejemplo 5.4. Hallar las soluciones de la ecuacion
2 -2 =t

Hallamos primero una base de soluciones de la ecuacién homogénea asociada cuyo polinémio
caracteristico es

pA) =22 =22 4+1=(\—1)>%
Por lo tanto la Unica raiz es A = 1 y una base de soluciones es
{e' te'}.
Buscamos una solucién particular de la ecuaciéon no homogénea de la forma
x(t) = c1(t)e’ + cat)te!
donde las derivadas de las funciones cq, co satisfacen el sistema
c’let + C'Qtet =0,
ciel + cy(el +te') = t.

De donde, ¢, =te~! y ¢y = —cht = —t2€l.
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Integrando obtenemos

co = /tet dt = —te " + /et dt =—te ' —et=—(t+1)e"

L =— /th_t dt = t?e™t — 2/te_t dt =t?e P+ 2(t + 1)e "

De modo que la solucion general es

z(t) = (2 + 2t +2) — (t + D)t + cre’ + cote! =t + 2+ cre! + cotel.

6. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES

En los capitulos previos, hemos visto que bajo condiciones muy generales, una ecuacién dife-
rencial admite solucion tnica y que dicha solucién es continua con respecto a las condiciones
iniciales.

Por otro lado, hemos estudiado varias situaciones en donde la solucién puede ser calculada de
manera explicita. Sin embargo, en la mayoria de los casos (por ejemplo si estamos estudiando un
sistema de ecuaciones no lineal) esa solucién, que existe, no puede ser calculada. De todas formas,
es mucha la informacién que uno puede llegar a dar sobre la solucién (sobre el comportamiento
de la solucién) adn sin conocer la férmula de la misma y ese es el objetivo de este capitulo.

Por mayor simplicidad, y dado que en la mayoria de las aplicaciones sucede, de ahora en méas
vamos a suponer que el sistema de ecuaciones diferenciales bajo consideracién es autdonomo, es
decir, consideraremos ecuaciones de la forma

(6.1) X' = F(X)
donde X : ICR - R"y F:QCR" — R" es un campo C'.

En esta situacién, es decir si la ecuacion es autéonoma, se tiene la siguiente propiedad que nos
serd de gran utilidad.

Proposicion 6.1. Sean X1 : [ CR = R" y Xy : Iy C R — R" dos soluciones maximales de
(6.1). Entonces se tiene

(Xi() [te L}n{Xat) | te L} =0 o {Xi(t)|teL}={Xo(t)|te L}

En otras palabras, lo que dice la proposicién 6.1 es que dos trayectorias dadas, o bien son
idénticas, o bien no se cruzan.

Demostracion. Este hecho es una consecuencia de la unicidad de soluciones. Supongamos que
existen t; € I y to € Iy tales que X;(t1) = Xa(t2) = Xo. Entonces, si definimos la funcién

X (t) = Xo(t — t1 + t2), las funciones X7 y X son soluciones de

{ X' =F(X),
X(t1) = Xo,

de donde, por la unicidad, concluimos que X; = X.

Ahora la proposicién queda demostrada, observando que Im(X3) = Im(X). O
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Otra propiedad importante de los sistemas auténomos, es que uno puede suponer siempre
que las condiciones iniciales estdn dadas en el instante tgo = 0. En efecto, si X(t) es una
solucion de (6.1), razonando de manera similar a en la prueba de la Proposicién 6.1, definimos
X(t) = X(t+to). Luego si X verifica

{ X' = F(X),
X (to) = Xo,

tenemos que X verifica
X' = F(X),
X (0) = Xo.

6.1. Diagramas de fases. Una forma muy habitual y grafica de entender el comportamiento
asintético o dindmico de las soluciones de una ecuacién de la forma (6.1) es a través del llamado
diagrama de fases.

Segun la Proposicién 6.1, si tomamos dos soluciones distintas de la ecuacién diferencial, eso
determina trayectorias disjuntas en el “plano de fases” R™. Luego, el diagrama de fases consiste
precisamente en graficar en R™ una coleccién de tales trayectorias y las mismas nos dardn
una idea general del comportamiento de todas las trayectorias del sistema. Esto lo hacemos
fundamentalmente en el caso en que n = 2 ya que es el caso en el que podemos graficar bien.

La idea de esbozar el diagrama de fases es el poder predecir el comportamiento asintético
(para el tiempo tendiendo a infinito) de las soluciones dependiendo de donde se encuentran ini-
cialmente. Dibujando “suficientes” trayectorias deberia ser posible saber si las soluciones tienden
a estabilizarse en un cierto punto, si oscilan (soluciones periddicas), si se vuelven infinitamente
grandes, etc...

A veces se puede tener una idea de cémo serd el diagrama de fases dibujando en “muchos”
puntos del plano la flecha que corresponde al campo vectorial F(z,y) = ( fi(z,y), fg(x,y)).
Recordemos que las curvas solucién del sistema X’ = F(X) son las trayectorias del campo F,
es decir, son curvas

x = x(t)

y=y(t)
tales que el vector velocidad — tangente a la curva — en el punto (xo,%0), con xzy = z(to),
yo = y(to), es el vector (f1(xo,y0), f2(x0,0))-

Por lo tanto, si dibujamos muchos de estos vectores podremos tratar de adivinar cémo serédn
las trayectorias buscando curvas que al pasar por un punto pasen con tangente igual a la flecha
que dibujamos en ese punto.

Veamos un ejemplo.
Ejemplo 6.1. Consideremos el siguiente modelo de dos poblaciones simbiéticas,

= (-a+pBy)x
y=(—y+dx)y
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con «, 3,7, > 0, que se obtiene al considerar dos poblaciones = e y que decrecen con razén de
crecimiento constante en ausencia de la otra especie y cuya razén de crecimiento crece en forma
proporcional a la otra poblacion.

Cuando una trayectoria pasa por un punto con y = /3 lo hace en forma perpendicular a esa
recta porque su vector velocidad (0, (—y + dz) y) es vertical. Cuando cruza la recta z = ~v/J lo
hace en forma horizontal porque su vector velocidad es ((—a+ By) z,0). Las flechas que indican
el campo F(z,y) = ((—a + By) x, (—v + dx) y) en cada punto son aproximadamente asi.

- P A / / / /
P I Y A /

\ N

N

alB i@rerTT

Vo

Cuando estamos cerca del (0,0) o del (y/d,a/3) las flechas son muy cortas. Esto indica que
si estamos cerca de estos puntos pasaremos con velocidad muy chica y nos quedaremos cerca
por mucho tiempo. El caso limite lo tenemos en estos puntos en los que no hay flecha. Lo que
sucede es que el campo F' se anula ahi. ;Qué sucede si en algin instante tg estamos en un punto
(z0,y0) donde F' = (fi1, f2) se anula? Para contestar esta pregunta observemos que la funcién
x(t) = xg, y(t) = yo es solucién de

i‘:fl(xvy)v .%'(to)z.%'o
y=f2(9€,y), y(to):yo

Por unicidad de solucién tendremos que ésta es la tinica solucién que pasa por este punto. Pero
esta es una solucion constante a la que por lo tanto llamamos Solucidon estacionaria. Es facil
ver que las tinicas soluciones estacionarias son las soluciones constantes igual a un valor (zg, yo)
tal que F'(xo,y0) = 0. Esto se debe a que una solucién constante tendra derivada nula en todo
tiempo y por lo tanto el campo F', que es igual a la derivada, debe anularse.

Tenemos entonces unos puntos especiales en el plano de fases, los ceros del campo F que
corresponden a soluciones estacionarias, y vemos que cerca de esos puntos las trayectorias pasan
muy despacio. Pero, jqué es lo que hacen? ;Se acercan? ;Se alejan? ;Se quedan cerca sin
acercarse?

Puede pasar cualquiera de estas cosas y es algo que uno trata de observar en el diagrama de
fases.
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Otra cosa que observamos es que sobre los ejes coordenados, las flechas apuntan en la direccién
del eje. Esto refleja el hecho de que si inicialmente estamos sobre uno de los ejes permaneceremos
ahi por todo tiempo. En efecto, supongamos que inicialmente yo = 0. Sea z(t) la solucién de la
ecuacion

con z(0) = xg. Entonces X (t) = (z(t),0) es la solucién del sistema que inicialmente vale (¢, 0).
Y andlogamente con datos iniciales sobre el otro eje x = 0.

En particular, los semiejes corresponden a trayectorias y como las trayectorias no se cortan se
sigue que las trayectorias que se inician en el primer cuadrante no salen de él. Esto dice que si
inicialmente las dos poblaciones son positivas, lo seran para todo tiempo. Que z(t) e y(t) no se
vuelvan negativas es importante para que el sistema refleje la realidad (son poblaciones). Pero
lo que acabamos de observar es que ninguna poblacién se extingue en tiempo finito.

Volvamos al ejemplo y tratemos de dibujar trayectorias correspondientes a este campo.

ol

Da la impresién de que las trayectorias que comienzan cerca de (0,0) tienden a (0,0) cuando
el tiempo tiende a +oo mientras que cerca del otro punto de equilibrio, el (v/d,a/3), hay
trayectorias que se acercan pero la mayoria parece alejarse.

Conjeturamos que el diagrama de fases para este sistema es
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alp

Pero, jcomo estar seguros de que es asi? En este curso lo que vamos a poder asegurar es cémo
es el diagrama de fases cerca de los puntos de equilibrio. El diagrama completo sélo lo podremos
conjeturar. La razén es que cerca de la mayoria de los equilibrios los sistemas no lineales tienen
diagramas de fase muy parecidos a los de un sistema lineal con coeficientes constantes. En este
caso, como conocemos las férmulas que nos dan las soluciones, podemos saber exactamente cémo
es el diagrama de fases. Veremos ésto en detalle en la proxima seccién. Pero antes veamos qué
tipo de informacién podemos inferir del diagrama de fases.

Observamos que hay dos equilibrios. Uno es muy claro, si inicialmente no hay ningin miembro
en ninguna de las dos poblaciones, ésto seguira asi por siempre. Més ain, del diagrama de fases
vemos que si alguna de las poblaciones es “chica”, ambas poblaciones desaparecerdn (en realidad
no lo haran porque sélo se vuelven nulas cuando el tiempo se vuelve infinito, pero eventualmente
ambas poblaciones seran extremadamente chicas.)

Hay otro equilibrio que es que la poblacién x sea /0 y la poblacién y sea «/(3. Esta es
una situaciéon muy inestable. Vemos que sélo si hay una relacién muy particular entre ambas
poblaciones se acercaran al equilibrio. En cualquier otro caso, por mas cerca que se encuentren
del equilibrio se alejardn a medida que pase en tiempo. Mds atin, hay poblaciones tan cercanas
al equilibrio como se quiera que tenderdan a desaparecer y otras que creceran sin limite.

Demostremos ahora un lema que dice que sélo se llega a un punto de equilibrio (o punto
critico) en tiempo infinito.

Lema 6.1.

(1) Si X(t) — Xo cuando t — tg € R y X(t) # Xo, se sigue que F(Xo) # 0. Es decir, si
una trayectoria tiende a un punto critico lo hard en tiempo infinito (+ o - infinito).

(2) Si X(t) — Xo cuando t — +o0 se sigue que F(Xy) = 0. Andlogamente con t — —oo.
Es decir, si una trayectoria tiene un limite para tiempo tendiendo a infinito, ese limite
debe ser un punto critico.

Demostracién. Demostremos (1) Sabemos que si F(X() = 0, la dnica solucién de X' = F(X)
que satisface X (tg9) = X es la funcién idénticamente Xy. Como X(tg) = X, se siguiria que
X (t) = X lo que habiamos supuesto que no pasaba. Por lo tanto, F'(Xg) # 0.
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Ahora demostremos (2). Tenemos

X(t+1) -~ X(t) = (““* D ‘f’“(’f)) _ (x’l(m)) _ (fl(m(m),m(m)))

za(t +1) — xa(t) zy(02) fa(@1(02), 22(02))
donde t < o; <t+1,i=1,2y el campo F tiene componentes (f1, f2).

Como X'(t) = F(X(t)) — F(Xo) cuando t — +oo se sigue que X (t + 1) — X (t) — F(Xp)
cuando t — 400. Pero, X(t+1) — X(t) — Xo — X9 = 0. Por lo tanto, F'(Xp) = 0. O

6.2. Diagramas de fases de sistemas lineales a coeficientes constantes. Consideremos
el sistema

X' = AX

L2

con A e R¥*?2y X = <$1>

Queremos dibujar aproximadamente las trayectorias del sistema dependiendo de cémo son los
autovalores \; y Ay de A. Supongamos que 0 no es autovalor. En este caso (0,0) es el tinico
equilibrio del sistema.

Caso I. A1 > 0> Ao.

Sean &1 y & los autovectores correspondientes a los A1 y Ao respectivamente. Entonces, la
solucién general es

X(t) = C1€>\1t§1 + 626)‘2t£2.

Observemos que si X(0) = ¢, es decir, si inicialmente estoy en la recta de autovectores
asociados a A1, se sigue que ¢; = ¢y co = 0. Por lo tanto, X (t) = ceMté) v en todo instante
premanezco en esa recta. Ademds, como \; > 0, se tiene que X (¢t) — oo cuando t — 400 y
X (t) — 0 cuando t — —oc.

Andlogamente, si inicialmente estoy en la recta de autovectores asociados a A2 tengo X (0) =
c&y. Por lo tanto, ¢ = 0y c3 = ¢y tengo X (t) = ce??*¢y. De donde en todo instante premanezco
en esa recta. Ademds, como A2 < 0, se tiene que X () — oo cuando t — —oo y X (t) — 0 cuando
t — +o00.

Si inicialmente no estoy en ninguna de las dos rectas de autovectores, tanto ¢; como ¢y son
no nulos. Llamemos y;(t) e y2(t) a los coeficientes del vector X (¢) en la base {£1,&2}. Es decir,
escribamos

X(t) = y1(t)& + y2(t)Se-

Por la forma que tiene la solucién general vemos que yi(t) = c1e? e yo(t) = c2e*?! donde
c1y c2 con las componentes del vector X (0) en la base {{1,&2}. Es decir, X(0) = 1&1 + c2&o.
Tenemos

yl(t) — +00, (t - +OO) Y (t) — 0, (t - _00)7
ya(t) — 0, (t — +00) ya(t) — 400, (t — —00).

Por lo tanto, X (t) se acerca més y mas a la recta generada por £ cuando t — +oo y a la
recta generada por & cuando t — —oo.
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Este andlisis ya permitiria intentar esbozar el diagrama de fases. Sin embargo sera mas sencillo
hacer lo siguiente. Dibujemos primero las curvas (yi(t),y2(t)) que dicen cémo cambian los
coeficientes de la solucién en la base {{1,£2}. Una vez que tenemos claro este dibujo, observamos

que
_ [T\ _ n
()=o)

donde Q = [§1  &2] es la matriz cuyas columnas son los vectores &1 y &o.

Por lo tanto, el diagrama de fases en el plano (z1,x2) se obtiene del dibujo de las curvas
(y1(t),y2(t)) en el plano (y1,y2) mediante una transformacion lineal (de matriz Q).

Sigamos entonces estas ideas y dibujemos primero las curvas (yi(t), y2(t)). Observemos que
como y; = c1e™Mt) yo(t) = c2e™?! se sigue que

A
Sea a = /\—2 < 0. Entonces y2 = k|y1|* y el grifico de las curvas (y1(¢),y2(t)) es
1

Y1

y el diagrama de fases en el plano (z1,z2) es
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Caso II. A\1 > Ao >0

Como en el caso anterior tenemos X (t) = y1(t)&1 + y2(t)&2 donde & y & son autovectores
correspondientes a los autovalores A1 y Ay respectivamente. Como antes se tiene

A
Y2 = kly1|® O<a:)\—2<1
1

Por lo tanto las curvas (y1(t), y2(t)) son

=\
=

y el diagrama de fases serd
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X, .
2: CE1

Observemos que en este caso, dado el signo de A1 y Ag se tiene que y (t), y2(t) — 400 cuando
t — 400y y1(t),y2(t) — 0 cuando t — —oo.

Caso III. \{ < A9 <O

Este caso es exactamente como el anterior. Se tiene

A
Yo = kly1|* O<a:)\—2<1
1

s6lo que en este caso las flechas se invierten y los diagramas de curvas en el plano (y1,y2) y en
el plano de fases es igual al Caso II con las flechas invertidas.

Caso IV. A1 = Ao = XA # 0. Supongamos que A # Al. El caso A = Al lo dejamos como ejercicio.

La solucién general es X (t) = c1eM&) + coeM (€1t + &) donde £ es un autovector correspon-
diente al autovalor A. Por lo tanto, X (t) = y1(t)&1 + y2(t)€2 con

y1(t) = (1 + czt)e)‘t ya(t) = coet.

Observemos que y1(0) = ¢1, y2(0) = co. Por lo tanto, si X (0) = ¢£; se sigue que ¢; = cy ¢g = 0.
Por lo tanto, X(t) = c1eM& y se ve que la recta generada por & (la recta de autovectores
asociados al tnico autovalor \) es invariante. En este caso, la recta generada por & no es
invariante.

Tenemos )
e)‘t:@ = t= —log @‘
Cc2 A C2
Por lo tanto,
2 2 2 1
Yy = y—(cl + —log ‘y—D = y2<k1 + —log|y2\>.

(&) A Co A
Ademsds y2 no cambia de signo pero como log |yz| tiende a —oo cuando |yz| tiende a 0 y a 400
cuando |yz| tiende a 400 se ve que y; si cambia de signo. Dibujemos las curvas (y1(t), y2(t)) en

el caso en que A < 0.
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Y2

Lo que da como diagrama de fases

Caso V. My =a+i8, \a =a — i con 5 <O0.

En este caso la solucién real es X (t) = ¢1 Re (e(o‘“ﬂ)t&) +colm (e(o‘“ﬂ)t&) donde & = v +ive
es un autovector asociado a A;. Tenemos por lo tanto

X(t) = Cleat(cos Bt vy —sen Bt va) + CQ@at(Sen Bt vy + cos Bt va).
Escrito en la base {v1,vs},

X (t) = e (cq cos Bt + cosen ft)vy + e (—cysen Bt + o cos Bt)ve = y1 (1) vy + yo(t)va.
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Escribamos (¢, ¢2) en la forma

c1 =rcosf

co = rsend
y recordemos que X (0) = ¢1vy + cava, por lo tanto y1(0) = ¢1, y2(0) = c2. Tenemos

y1(t) = e*r(cos f cos Bt + sen fsen 5t) = e*r cos(f — Bt)
ya(t) = e*r(— cos §sen Bt + sen f cos Bt) = e*'rsen () — [t).

Por lo tanto en el plano (y1,y2) la curva (yi(t),y2(t)) se obtiene rotando el punto (ci,c2) un
dngulo —(3t > 0 y luego expandiendo (o contrayendo) su médulo por un factor e®*. Esto da los
siguientes diagramas dependiendo de a.

a=20

~
L

Y1

< yl
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Y2

V1

En el plano de fases tenemos

donde @ = [v] Vo] es la matriz cuyas columnas son los vectores vy y va.

Como una transformacién lineal transforma circulos en elipses, el diagrama de fases queda,
dependiendo de « de la siguiente manera.
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De los diagramas de fases que hemos esbozado podemos concluir, en particular, que si todos los
autovalores de A tienen parte real negativa, todas las trayectorias tienden a 0 cuando el tiempo
tiende a 4+o0o. Si todos los autovalores de A tienen parte real positiva, todas las trayectorias
tienden a 0 cuando el tiempo tiende a —oo, es decir, se alejan de 0 cuando el tiempo avanza.
Esto es asi tanto si los autovalores son reales como si son complejos conjugados. La diferencia
es el modo en que se acercan o alejan de 0.

Si un autovalor es positivo y el otro negativo, hay exactamente dos trayectorias que se acercan
a 0 cuando el tiempo tiende a +oco. Estas trayectorias son las que corresponden a la recta
de autovectores asociados al autovalor negativo. Y hay exactamente dos trayectorias que se
acercan a 0 cuando el tiempo tiende a —oo (se alejan del origen cuando el tiempo avanza). Estas
trayectorias son las que corresponden a la recta de autovectores asociados al autovalor positivo.
Todas las demads trayectorias se alejan del origen tanto hacia el futuro como hacia el pasado.

6.3. Linearizacién. Ahora que entendemos los diagramas de fases de sistemas lineales con
coeficientes constantes estamos en condiciones de esbozar los diagramas de fases de sistemas no
lineales cerca de puntos de equilibrio.

Recordemos que un punto de equilibrio es un cero de la funcién F(X). Sea entonces Xy un
equilibrio, tenemos para X cerca de X,

F(X) ~ DF(Xo)(X — Xo).

Por lo tanto, si llamamos Y = X — X, tendremos
Y =(X-Xy) =X =F(X)~DF(Xo)(X — Xo) = DF(Xo)Y
para Y ~ 0. El sistema
Y' = DF(Xy)Y

es un sistema lineal con coeficientes constantes (con matriz A = DF(Xp)). Lo que tenemos
entonces es que para X (t) cerca de Xy, X (t) — Xo es parecido a la solucién Y (t) de este sistema
cerca de Yy = 0.
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Enunciemos ahora sin demostracion el resultado que asegura que en efecto esto es asi si los
autovalores de la matriz DF(Xj) tienen parte real no nula.

Teorema 6.1 (Estabilidad Lineal). Sea F' un campo C' en R%. Sea Xo un cero de F. Si
DF(Xy) no tiene autovalores con parte real 0, el diagrama de fases del sistema

X' =F(X)
en un entorno de Xg es muy parecido al diagrama de fases del sistema
Y' = DF(Xo)Y

cerca de Yo = 0. Con ésto queremos decir que hay una biyeccion continuamente diferenciable
con inversa continuamente diferenciable entre un entorno de Xog y un entorno del 0 que manda
trayectorias del sistema X' = F(X) en trayectorias del sistema Y’ = DF(Xy)Y preservando su
orientacion.

En particular, si todos los autovalores de DF(Xy) tienen parte real negativa se sigue que todas
las trayectorias que pasan cerca de Xg tienden a Xg cuando t tiende a +o0o. Y si todos tienen
parte real positiva, todas las trayectorias se alejan de Xo cuando el tiempo crece (X(t) — X
cuando t — —o0).

Si DF(Xy) tiene un autovalor \y > 0 y un autovalor Ay < 0 hay dos trayectorias del sistema
X' = F(X) que tienden a Xy cuando el tiempo tiende a +o0c. Estas trayectorias son tangentes
en Xo a la recta de autovectores asociados a Aa. Andlogamente, hay dos trayectorias del sistema
X' = F(X) que tienden a Xy cuando el tiempo tiende a —oc. Estas trayectorias son tangentes
en Xo a la recta de autovectores asociados a \1. Todas las demds trayectorias que pasan cerca
de Xg se alejan de Xq tanto hacia el futuro como hacia el pasado.

g

Ejemplo 6.2. Apliquemos este resultado para estudiar el diagrama de fases del sistema simbiético
del comienzo del capitulo cerca de los equilibrios (0,0) y (v/6, /().

En este caso el campo F' es ((—a + By)x, (—y + 5x)y). De aqui que

DF(% y) = (_a;?; Py _,yﬁ_f &c)

Por lo tanto,

DF(0,0) = <_(‘; _07>

que tiene autovalores A\ = —a, A2 = —. Por lo tanto todas las trayectorias cercanas al (0,0) se
acercan a €l cuando el tiempo tiende a +0o0 como sugeria el diagrama que obtuvimos siguiendo
las flechas, a saber
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Por otro lado,
)
or/sa/d = (sus Y°)

que tiene como autovalores las raices del polinomio A2—a+y. Es decir, \; = Vay, A2 = —/ay. De
nuevo, vemos que el diagrama de fases cerca de este equilibrio es como lo esbozamos al comienzo
del capitulo ya que sera parecido al del Caso I de la secciéon anterior. Méas aun, podemos saber
cémo van a salir (o entrar) las trayectorias al equilibrio (0/7,a/3) ya que son tangentes a las
rectas de autovectores de la matriz
( 0 B/ 5)
da/3 0

Para encontrar estas rectas debemos resolver por un lado
< NGy —57/5> <x1> _
—da/p Vv T2

vayxy — %ng =0

es decir

lo que da la recta

a b
Tro = — = X1.

v B

Por lo tanto, hay una trayectoria tangente a esta recta que sale del equilibrio (6/7, a/f3).
Anélogamente, para el autovalor —,/a7y tenemos que resolver
(—\/@ —ﬂ7/5> <$1> _o
—da/p -y T2
es decir
Voyz, + %’y 9 =0

. —_\F%
2 ’}/6 1-

Por lo tanto, hay una trayectoria tangente a esta recta que entra al equilibrio (§/v, a/[3).

lo que da la recta

Esto se ve en el diagrama de fases que esbozamos en el ejemplo 6.1 al comienzo del capitulo.

Cerca del equilibrio el diagrama de fases es
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N

/—\

Ejemplo 6.3. La ecuacion del péndulo simple amortiguado es
2" +gLsenz +cx' =0

donde ¢ > 0, g > 0 es la constante de la gravedad, L > 0 es la longitud del péndulo y = es el
angulo que el péndulo forma con la vertical que apunta hacia abajo. Esta ecuacion es equivalente
al siguiente sistema en el plano de fases (z,y) donde y representa la velocidad de variacién del
angulo,

/
T =Y
{ y = —gLsenx — cy

Este es un sistema de la forma X' = F(X) con F = (y,—gLsenx — cy). Los equilibrios del
sistema (los ceros de F') son los punto (xp,yp) tales que yo = 0, gLsenzy — cyp = 0. Es
decir, yo = 0, senxzg = 0. Para dngulos xy entre —7 y 7 los equilibrios son (—m,0), (,0),
(0,0). Observemos que fisicamente los puntos (—m,0) y (m,0) representan la misma posicién y
velocidad en el espacio.

Analicemos el diagrama de fases cerca de los equilibrios. Para ésto veamos cual es el sistema
linearizado

X' = DF(Xo)X.

Se tiene F' = (y, —gLsenz — cy). Por lo tanto

DF(z,y) = ( 0 1)

—gLcoszx —c

DF(0,0) = <_;L _i)

—c++/c?2 —4gL
que tiene por autovalores las raices del polinomio A\24cA+gL = 0, es decir Ao = 5 l .

Se tiene que ambas raices tienen parte real negativa. Por lo tanto todas las trayectorias cercanas
al (0,0) tienden a (0,0) cuando el tiempo tiende a +o00. Pero la forma en que tienden depende de
la magnitud de la amortiguacién dada por la constante c. En efecto, si ¢ > 4¢gL, los autovalores
de la matriz del sistema linearizado son reales y las trayectorias tienden al equilibrio sin oscilar
alrededor de él. En cambio, si ¢? < 4¢L, los autovalores son complejos conjugados de parte real
negativa y las trayectorias se acercan al equilibrio en forma espiral.
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Diagrama de fases del péndulo subamortiguado cerca del (0,0)

Con respecto al angulo x del péndulo, ésto dice que cerca de la posiciéon de equilibrio z = 0,
velocidad 2’ = 0, el dngulo tenderd a cero sin oscilaciones si estd muy amortiguado y oscilando
indefinidamente alrededor de la posiciéon de equilibrio si esta subamortiguado. Esto es exacta-
mente lo que se observa para un resorte, lo que no es casual porque la ecuacion del resorte es la
ecuacion linearizada alrededor de x = 0.

Analicemos qué pasa para el equilibrio (7, 0). El sentido comtn nos dice que es un equilibrio
muy inestable y que en esa posicién con velocidad no nula por chica que sea nos vamos a
alejar de ah{ y también que el péndulo va a caer de cualquier posicién por cercana que sea.
Estas son situaciones en las que el vector velocidad apunta alejandose del equilibrio. Pero
también podemos imaginarnos que si le damos el impulso correcto prodriamos llegar arriba (a
la posicién z = 7 o x = —m) con velocidad 0. Por supuesto que el impulso debe ser el correcto
y una pequefia variaciéon podria hacer que no lleguemos o que nos pasemos (que lleguemos con
velocidad positiva). Veamos que ésto se ve linearizando alrededor de (7,0). Es decir, que vemos
que casi todas las trayectorias se alejan de este equilibrio y que hay exactamente una que se
acerca con r < 7. Para ésto veamos que los autovalores de DF(7,0) son de distinto signo. En
ese caso, el diagrama de fases cerca del equilibrio (,0) es similar al del Caso I de los sistemas
lineales con coeficientes constantes que da exactamente la situacién que describimos (sélo que
en este caso nos restringimos a la region x < m que corresponde a x < 0 para el problema
linearizado). En efecto,

DF(r,0) = (gg _i)

—c++/c? +4gL
2

una de las cuales es positiva y la otra negativa. Y se tiene lo afirmado. Si queremos ver cémo

entra la trayectoria con la que nos acercamos al equilibrio desde x < m, debemos encontrar la

—c—/c?+4gL

2

que tiene por autovalores las raices del polinomio A24+-cA—gL = 0, es decir A2 =

recta de autovectores asociados al autovalor negativo ya que la trayectoria es

tangente a esta recta en (m,0). Para ésto debemos resolver

((C+ sz ot (—c+ 021—|— 4gL)/2> <$> =0
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c+/c2+4gL
2

debe tener al pasar por el angulo x si queremos llegar a la posicién x = 7 con velocidad 0.

Es decir, y = — x. Esto nos da asintéticamente la velocidad que el péndulo

El diagrama de fases cerca del (m,0) serd

;,Qué pasa si tratamos de analizar la ecuacién del péndulo sin amortiguacién? Esto es,

2" + gLsenz = 0.

En este caso el sistema equivalente en el plano de fases es

=y
y' = —gLsenx

que tiene los mismos equilibrios del caso amortiguado. Sin embargo, en este caso

0 1
DF(w,y) = (—gL cos T 0)

DF(0,0) = (_;L é)

que tiene por autovalores las raices del polinomio A\?> + gL = 0. Es decir, A2 = +iv/gL que
tienen parte real 0. Por lo tanto el teorema de estabilidad lineal no nos dice nada en este caso.
Sin embargo, hay otra forma de analizar la ecuacién del péndulo ya que es un caso particular
de sistema conservativo.

Un sistema es conservativo cuando tiene la forma X” = —VU(X). En el caso particular de
incégnita escalar — 2" = —U'(x) — esta ecuacién es equivalente a un sistema de 2 x 2 para el
cual podemos dibujar el diagrama de fases. Esto serd objeto de la préxima seccion.
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6.4. Sistemas Conservativos. En esta seccién estudiaremos ecuaciones de la forma z” =
—U'(x). La funcién U(x) se llama potencial del campo conservativo y representa una forma de
energia llamada Energia Potencial. La energia mecanica del sistema es la suma de las energias
cinética y potencial. Para sistemas conservativos la energia mecédnica se conserva (de ahi el
nombre). En efecto, si z(t) es una trayectoria, la energia sobre esa trayectoria es
1,
B(t) = 3#(t) + Ux(t)),
por lo tanto

%E@:iwﬂw+U@®M@%ﬁﬁﬂﬂw+U@®D:Q

De aqui que la energia F permanezca constante sobre cada trayectoria.

En el plano de fases se tiene el sistema equivalente

¥ =y
Y =-U'(x)

1
La energia se representa en el plano de fases por la funcién E(z,y) = §y2 +U(z). Por lo visto

arriba (conservacion de la energia) se tiene que E(x(t),y(t)) es constante sobre cada trayectoria
de este sistema. Esto nos dice que las trayectorias estan contenidas en los conjuntos de nivel de
la funcién E(x,y).

Los equilibrios son los puntos (xg,yo) tales que yo = 0y U'(z9) = 0. Es decir, los puntos de
la forma (z0,0) con xo punto critico de la funcién U. Observemos que VE(z,t) = (U'(z),y) se
anula sélo en los equilibrios. Por lo tanto, los conjuntos de nivel que no contienen equilibrios
estan formados por curvas suaves y cada una de estas curvas es una trayectoria del sistema.

Una forma facil de ver cémo graficar el diagrama de fases es observar que si una trayectoria
pasa en algin momento por un punto de la forma (z,0), la energia sobre esa trayectoria serd
igual a U(z). Entonces,

1
U(z) = B(x(t),y(t)) = 5v*(t) + U(x(t) > U(z())  para todo t.

Es decir, si en algin instante una trayectoria pasa por el punto (Z,0), en todo instante

permanece en el pozo potencial
U(z) <U(z)
y U(z(t)) no puede volver a ser igual a U(Z) hasta que no se tenga simultaneamente y(t) = 0.

Observemos que de todos modos puede haber trayectorias que nunca corten al eje z. Esto es
asi si la funcién potencial U es acotada superiormente. En efecto, supongamos que esta acotada
superiormente por la constante M. Si la energia sobre la trayectoria es mayor que M, (y ésto
es asi si en algin instante la velocidad y es muy grande), no podremos tener nunca y = 0. Es
decir, no se corta al eje x.

Por otro lado observemos que a medida que |y| crece, U(z) decrece y reciprocamente, cuando
ly| decrece, U(z) crece.

Finalmente, observemos que por la paridad de la funcién E(z,y) en la variable y se tiene que
los conjuntos de nivel de E son simétricos respecto del eje x.
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Estamos entonces en condiciones de graficar el diagrama de fases (en forma aproximada porque
no conocemos exactamente los conjuntos de nivel de la funcién £). Vamos a hacerlo primero en
el caso del péndulo. En este caso el potencial es U(z) = gL(1 —cosz). Para esbozar el diagrama
de fases conviene dibujar simultdneamente el potencial U y el diagrama ya que, como vimos,
hay una gran correspondencia entre los dos graficos.

U(x)

En el grafico observamos que hay dos trayectorias que conectan los equilibrios inestables
(=m,0) y (m,0). En una de esas trayectorias se sale de (—m,0) en tiempo t = —oo y se llega a
(m,0) en tiempo ¢t = +00. En la otra, se sale de (m,0) en tiempo t = —oo y se llega a (—,0)
en tiempo t = +oo. Todas las otras trayectorias corresponden a curvas cerradas. Esto es claro
en las que se encuentran dentro de las trayectorias que conectan (—m,0) y (m,0). Pero también
las que estan fuera corresponden a curvas cerradas si recordamos que estamos identificando los
angulos m y —m. KEstas trayectorias, que no cortan el eje x, corresponden a niveles de energia
mayores que el méximo de U(z). Para estos niveles de energia, el péndulo da vueltas sin parar.
Para niveles de energia menores que el méximo de U(z), el péndulo alcanza un dngulo maximo
Z tal que U(Z) = E = max U(z(t)) es el valor maximo que alcanza U sobre la trayectoria e
igual al nivel de energia de esa trayectoria. Cuando llega a este valor lo hace con velocidad nula.
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Entonces el movimiento cambia de sentido y lo que observamos, en definitiva es el movimiento
oscilatorio que asociamos con la idea de un péndulo.

Ademids, vemos que el (0,0) es un equilibrio estable en el sentido de que las trayectorias que
comienzan cerca de él permanecen cerca, pero no tienden a (0,0) como ocurre en el caso del
péndulo amortiguado.

Los conjuntos de nivel correspondientes a niveles de energia menores que max U (z(t)) constan
de una sola componente que es una trayectoria. En cambio para niveles de enrgia mayores se
tienen dos componentes (dos trayectorias). Observen que para el nivel de energia igual al maximo
de U hay 4 trayectorias, las dos que describimos antes que conectan los equilibrios (—m,0) y
(m,0) y las dos trayectorias estacionarias correspondientes a estos equilibrios.

Para afianzar las ideas veamos otros ejemplos.

Ejemplo 6.4. Supongamos que nos dan el grafico del potencial U y esbocemos el diagrama de
fases correspondiente. Sea entonces el grafico de U

U(x)

v x

El diagrama de fases correspondiente dibujando también el potencial en el mismo grafico para
ayudarnos sera
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U(x)

Para dibujar el diagrama de fases observamos que, como U(z) — 400 cuando  — £oo todos
los conjuntos de nivel cortan al eje x. Por lo tanto, lo méas facil es dibujarlos a partir de un
punto en este eje. Ademads, como son simétricos respecto de este eje, los dibujamos para y > 0
y los completamos en forma simétrica después.

Empezamos entonces en un punto (Z, 0) y dibujamos la parte de la trayectoria que pasa por ese
punto contenida en y > 0. Como y > 0 se tiene que U(z(t)) < U(Z). Por lo tanto la trayectoria
debe moverse hacia valores de = en los que ésto suceda. Mdas atn, y crece cuando U(z) decrece
y cuando U(z) comienza a crecer y decrece. Eventualmente, U(x) alcanza nuevamente el valor
U(z) y en ese punto la trayectoria vuelve a cortar al eje x.

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 6.5. Supongamos ahora que el potencial tiene el siguiente grafico.

U
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En este caso, como U esta acotada superiormente, hay trayectorias que no cortan al eje z.
De todos modos, siguen las subidas y bajadas del potencial U con decrecimiento y crecimiento,
respectivamente de y.

Otras trayectorias si cortan el eje . Las que lo hacen para valores de £ menores que el punto
donde alcanza el mayor méaximo relativo o para valores mayores que el punto donde alcanza el
menor maximo relativo, son trayectorias contenidas en x < T y x > T respectivamente ya que
s6lo hacia esos lados decrece U.

El diagrama de fases correspondiente dibujando también el potencial en el mismo gréfico serd

U(x)

El conjunto de nivel correspondiente al maximo de U estd formado por el equilibrio (xg,0)
con U(zp) el méximo de U, una trayectoria que entra a (z¢,0) desde valores de x menores que
xg y una desde valores mayores, una que sale hacia valores menores que zg y una hacia valores
mayores.

Correspondiente al otro maximo relativo se tiene un equilibrio, una trayectoria que sale y
vuelve a entrar al equilibrio con valores de x menores y dos trayectorias con valores de x mayores,
una que entra y una que sale.
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Las tnicas trayectorias cerradas se encuentran alrededor del equilibrio correspondiente al
minimo relativo de U que resulta ser el tnico equilibrio estable.

Las flechas que indican el sentido de recorrido de las soluciones se obtienen de la observacién
general para sistemas conservativos que mientras se esté en el semiplano superior z crece y en
el inferior x decrece por ser y = .
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