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Figura 19

Vibraciones arménicas simples no amortiguadas. Consideremos una carreta
de masa M sujeta por un muelle a un muro cercano (Fig. 19). El muelle no
ejerce fuerza cuando la carreta se encuentra en su posicién de equilibrio x =0,
pero si se le desplaza una distancia x, el muelle ejerce una fuerza restauradora
F,= —kx, siendo k una constante positiva cuya magnitud mide la rigidez del
resorte. Por la segunda ley de Newton, la fuerza total es igual a la masa de la
carreta por su aceleracién, luego

\ &’x

M—=F, 1
e n
o sea,
d*x k
—+—x=0. 2
ar T =0 @

Serd conveniente escribir esta ecuacién de movimiento en la forma

o,
dTJ: +at=0, @

donde a =+/l/M, y su solucién general es abviamente
X=c¢,senat + c,cosat. (C)]

Si la carreta se lleva a la posicién x = Xo y alli se suelta sin velocidad inicial
en el instante ¢ =0, de manera que nuestras condiciones iniciales. son

d
X=x, y v=£=0,cuandor=0, (&)]

entonces se ve ficilmente que ¢, =0y ¢, =x;, luego (4) se convierte en
X = x,cosat. (6)

La grifica de (6) se muestra en la Figura 20 La amplitud de esta vibracién

ECUACIONES LINEALES DE SEGUNDO ORDEN 113

* i
T i
) 7 N\L.
|
\\ 1
~
Figura 20

arménica simple es x,; y dado que su periodo T es el tiempo requerido para
completar un ciclo, tenemos aT' =27y

T=2_’T=2,,‘/’7_”, M
a k

Su frecuencia f es el nimero de ciclos por unidad de tiempo, asi que fT=1y

1 a 1 [k
=——=2__1 | 8
f T 27 2-;\/.; @

De (8) resulta claro que la frecuencia de esta vibracién crece al crecer la rigidfz
del muelle y al decrecer la masa de la carreta, tal y como el sentido comiin
nos dicta.

Vibraciones amortiguadas. El proximo paso en el desarrollo de este proble-
ma consiste en afadir el efecto de una fiterza de amortiguamiento F, debida a
la viscosidad del medio en el que la carreta se mueve (aire, agua; aceite, etc.).
Hacemos la hip6tesis especifica de que esta fuerza se opone al movimiento y
es de magnitud proporcional a la velocidad, o sea, F,= —c(dx/df), donde ¢ es
una constante positiva que mide la resistencia del medio. La ecuaci6n (1) pasa
a ser ahora

dl
M mf =F,+F, )}
es decir,
dx ¢ dv k

4 — —+—x=0. (10
w Ma Mt )
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Por conveniencia, de nuevo, la escribimos ¢omo

& dx
d—;+2b-é;+a'x=0, an

donde b=c2M ya= \fk/M. La ecuacidn auxiliar es
m* + 2bm +al=0, (12)

¥ sus raices m, y m, vienen dadas por

—2b = \J4b? — 4a
—~—2b b= (3

m, my=

La soluci6n general de (11) viene caracterizada, claro ests, por la naturaleza
de los nimeros m, y m,. Como sabemos, hay tres casos. Los trataremos por
separado.

CASOA. V'—a*>0,0sea, b>a. En términos poco precisos esto viene a
expresar la hipétesis de que la fuerza de friccién debida a la viscosidad es
grande comparada con la rigidez del resorte. Se sigue que m, y m, son niimeros
negativos distintos, y la solucién general de (11) es

X =™ + o™, (14)
Si usamos las condiciones iniciales (5) para calcular ¢, ¥ ¢,, (14) s convierte en

Xo

(m,e™' — mye™"). (15)

m, =,

La grifica de esta funcidn se muestra en la Figura 21. No hay vibracién alguna
y la carreta se limita a regresar a su posicién de equilibrio. Este tipo de
movimiento se llama sebreamortiguado. Ahora imaginemos que va decreciendo
la viscosidad hasta alcanzar la situacién descrita en el préximo caso.
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Figura 21

CASOB. b —a*=0,0sea, b=a. Aquiesm, =nm,=—b=—a, y la solucién
general de (11) es

x=ce "+ cle™. (16)
Al imponer las condiciones iniciales (5) se obtiene

x=xpe""(1 +an. a7
Esta funcién tiene un gréfico similar al de (15), y tampoco esta vez hay
vibracién. Un movimiento de esta clase se llama criticamente amortiguado. Si
s hace decrecer ahora la viscosidad, siquiera sea un poco, el movimiento pasa

a ser ya vibratorio y se llama subamortiguado. Esta es realmente la situacién
interesante, que cae en el marco del siguiente caso.

CASO C. »'~a’<0, o sea, b<a. Ahora m, y m, son nimeros complejos
conjugados —b * ia. donde

«=VEF-F,
y la solucién general de (11) es
x=e""(c, cos at + ¢, sen ar). (18)

Cuando ¢, y ¢, se calculan a la vista de las condiciones iniciales (5), eso se
convierte en

X
x==2 ¢ (acos ar + bsen ar). (19)
a
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Introduciendo 6= tg™'(b/a) se puede expresar (19) de forma més reveladora:

ok + B
o

e " cos (ar— 6). (20)

Esta funci6n oscila con una amplitud que decrece exponencialmente, tal como
indica la Figura 22. No es peri6dica en sentido estricto, pero su gréfica cruza
la posicién de equilibrio x=0 a intervalos regulares. Si consideramos co-

mo «periodo» el tiempo rquE@o para cerrar un «ciclo» completo, entonces
al =27y

T=2—" 27 2ar

= = 21
a Jd-0 JuM-um @h

Ademds, su «frecuencia» f viene dada por

(22)

Este nimero se suele llamar la frecuencia natural del sistema. Cuando la
viscosidad desaparece, de modo que ¢ =0, es evidente que (21) y (22) se
reducen a (7) y (8). Més aiin, comparando (8) con (22) vemos que la frecuencia
de 1a vibracién decrece a causa del amortiguamiento, como cabia esperar.

Vibraciones forzadas. Las vibraciones discutidas antes se llaman vibraciones
libres porque todas las fuerzas que actian sobre el sistema son internas al
propio sistema. Ahora extenderemos nuestro andlisis al caso en que una fuerza
externa F, = f(f) actda sobre la carreta. Una tal fuerza puede aparecer de varias
naneras: por ejemplo, procedente de vibraciones del muro al que se halla sujeta
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la carreta, o por el efecto sobre ésta de un campo magnético externo (si'la
carreta es de hierro). En lugar de (9) tenemos, por tanto,

d!

M-EE=FK+F,,+F,, e
luego
d*x  dx
e S b= S 24
Mdﬁ+cdy+kr fn (24)

El caso mds importante se da cuando la fuerza externa es periddica de la forma
(1) = Fycos wr, de modo que (24) se convierte en

2 dx
Mff—r':+c;§+kr=i“,coswr. (25)

Ya hemos resuelto la correspondiente ecuacion homogénea (10), asi que lo

tinico que falta por hacer para llegar a la solucién general de (25) es construir
una solucién particular. Y esto se consigue sin dificultad mediante el método
de los coeficientes indeterminados. En efecto, tomamos x = A sen wf + Bcos w!
como posible solucién para ensayar, y una vez sustituida en (25) obtenemos el
igui par de ecuaciones para A y B:

weA + (k— w*M)B = F,,
(k— M)A — wcB=0,

La solucién de este sistema es

weF, (k— M)F,

A=Gomriae ¥ BT - ot i

La deseada solucién particular es, en consecuencia,

Fo

x=m[m sen wt + (k— w*M)cos wt]. (26)

Introduciendo ¢ = tg™"[@wc/(k — w*M)] podemos escribir (26) en la forma mis
habitual

Fy
= cos(w! — ¢). (e1))
* k — M) + w’c* os(wr=9)
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Si ahora suponemos que estamos en el caso de movimientc subamortignado
citado antes, la solucién general de (25) es

. F,
x=e""(c,cosar+ c,sen ar) + 2

——— — ). 28
G rae o e

El primer término es claramente transitorio en el sentido de que tiende a cero
cuando t— =, De hecho, eso es cierto sea 0 no subamortiguado el movimiento,
en la medida en que haya algin nivel de amortiguamiento presente (Proble-
ma 17-2). Por tanto, con el paso del tiempo el movimiento va adquiriendo la
forma del segundo término, la parte estacionaria. Habida cuenta de ello, pode-
mos despreciar la parte transitoria de (28) y afirmar que para grandes ¢ la
solucion general de (25) es esencialmente igual a la solucién particular (27).
La frecuencia de esta vibracién forzada coincide con la frecuencia impre-
sa w/2m, y su amplitud es el coeficiente

___._F'_’_._m . 29)

Esta expresi6n para la amplitud encubre varios secretos interesantes, porque
depende no sélo de w y Fy, sino también de k, ¢ y M. Por ejemplo, nétese que
si ¢ es muy pequeiio y w proximo a Jk/_M (de modo que k— w’M es muy
pequefio), lo que significa que ¢l movimiento es ligeramente amortiguado y la
frecuencia impresa w/27 cs cercana a la frecuencia natural

1 [k &
2aNM A
enlonces la amplitud es muy grande. Este fenémeno se conoce como reso-
nancia. Un ejemplo clasico es la vibraci6n forzada de un puente bajo el impacto
de los pies de columnas de soldados cuyo ritmo de paso corresponda muy
aproximadamente a la frecuencia natural del puente.

Finalmente, mencionemos brevemente ciertas relaciones entre el problema
mecénico discutido antes y el eléctrico visto en la Secci6n 13. Se prob6 en esa
seccién que si una fuerza electromotriz periédica E = E,coswt actia en un
circuito simple que contiene una resistencia, una inductancia y un condensador,
Ia carga @ de este dltimo viene dada por la ecuacién diferencial k

d!
LTQ R-—Q+ 0= Eycosar. (30)

Esta ecuacién es sorprendentemente similar a (25). En particular, la siguiente
correspondencia salta a la vista:

masa M+ inductancia L;
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viscosidad ¢ « resistencia R;
. |
constante del muelle k-« inversa de la capacitancia E;

desplazamiento x+» carga O del condensador.

La analogia entre los sistemas mecénicos y eléctricos convierte en idénticas las
matematicas de ambos sistemas y permite trasladar las conclusiones del primero
al segundo sin dificultad. En el circuito eléctrico citado tenemos, por tanto, una
resistencia critica por debajo de la cual el comportamiento libre del circuito
serd vibratorio con cierta frecuencia natural, una vibracién forzada estacionaria
de la carga Q y fenémenos de resonancia que aparecen en circunstancias
favorables para ello.

PROBLEMAS

. . . . —

1. Considerando la vibracién forzada (27) en el caso subamortiguado, hallar la fre-
cuencia impresa para la que la amplitud (29) alcanza un méximo. ;Existe necesa-
riamente dicha frecuencia? Este valor de la frecuencia impresa (cuando exista) se

llama frecuencia de resonancia. Probar que siempre es menor que la frecuencia
natural,

2. Consideremos la vibracién libre subamortiguada descrita por la férmula (20). De-
mostrar que x toma valores maximos para =0, T, 27, ..., siendo T el «periodo»
dado por (21). Si x, y x, son dos méximos sucesivos de x, probar que x,/x, =
El logaritmo de esta cantidad, bT, se llama decremento logarimico de la vnbmcmn

3. Una boya esférica de radio r flota parcialmente sumergida en agua. Si s le quita
presion, una fuerza igual al peso del agua desalojuda le empuja hacia arriba; y si
se suelta entonces, oscilard arriba y abajo. Hallar el perfodo de su oscilacién si el
rozamiento del agua es despreciable.

4. Una boya cilindrica de 2 pies de didmetro flota con su ¢je vertical en agua de
densidad 62,4 libras/pie cibico. Al quitarle algo de presion y soltarla, su periodo
de oscilacion es de 1,9 segundos. ;Cudnto pesa la boya?

5. Supongamos que se perfora un tinel recto entre dos puntos cualesquiera de la
superficie terrestre. Si se coloca una pista sin rozamiento entre ellos, un vagén
situnado en un extremo del winel comenzari a deslizar por su propio peso, se detendri
al legar al otro exiremo y regresari. Probar que el tiempo invertido es ¢l mismo
para todo uinel de ese tipo. y estimar su valor. Si el tinel mide 2L millas de
longitud, zeudl es la velocidad mdxima que alcanza el vagén?

6. La carreta de la Figura 19 pesa 128 libras y esté sujeta al muro con un resorte de
constante k = 64 libras/pie. Se aparta la carreta 6 pulgadas del muro y se suelta sin
velocidad inicial. Simultincamente, se le aplica una fuerza peridica externa
F.= f(ty= 32 sen4. Suponiendo que no hay resistencia del aire, hallar a posicidn
x=x(1) de la carreta en el instante 7. Nétese que |x(1)] toma valores arbitrarianente
grandes para 1— %, un fenémeno conocido coma resonancia pura y provocado por




