2do cuatrimestre 2007
Analisis II - Matematica 3

Lo mejor de la vida empieza a los 40.

PRrRACTICA 1 - EL CAMBIO DE VARIABLES SIEMPRE LLAMA DOS VECES.

. Sean D* = {(r,0) : 0 <r <1,0<6<2n}, D={(z,y) : 2> +y* <1}y
T la transformacion de coordenadas polares a cartesianas, es decir, T'(r,0) =
(x(r,0),y(r,0)) = (rcosf, rsend).

(a) Mostrar que T'(D*) = D. ;Es biyectiva T
(b) (En que transforma 7" el rectangulo [r,r + Ar| x [0, 60 + AG]?

(c) Calcular la matriz DT'(r,0). ;(En que transforma la aplicacion dada por
esta matriz al rectangulo dado en b)? ;Y en el caso r = 07

(d) Escribir la demostracion de la formula de cambio de variables en este caso
(haciendo los dibujos correspondientes).

. Sean Dy ={(r,0) : 0<r <1,0<6 <4r} y T la transformacion del ejercicio
anterior.

(a) Hallar D = T'(Dy).

(b) Calcular [, (2* + y*)dxdy y [, r*Jdrdf siendo J el jacobiano de la
transformacion. ;Dan igual las dos integrales? ;Por qué?

. Sea T'(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) = (4u, 2u + 3v). Sea D* el rectangulo [0, 1] x
[1,2]. Hallar D = T(D*) y calcular:

@ [ aydedy () [ (o y)dody
D D
haciendo un cambio de variables para transformarlas en integrales sobre D*.
. Repetir el ejercicio 3 para T'(u,v) = (u,v(1 + u)).

. Sean T'(u,v) = (u? — v, 2uwv) y D* = {(u,v) : v*> +v? < 1,u > 0,v > 0}.
Hallar D = T'(D*) y calcular su érea.

. Sean T'(u,v) y D los del ejercicio anterior. Calcular:

dxdy
p /(2% +9?)

haciendo ese cambio de variables.
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Sea D la region limitada por las rectas 3x +2y =1, 3z + 2y =2, x + 2y = 1,
x + 2y = 3. Calcular

// (3z + 2y)? sin(z + 2y)dxdy.
D

Calcular [, (2 4+ y?)*?dazdy donde D es el disco de centro en el origen y
radio 2.

Hallar el area dentro de la curva r = 1 4+ sen@.

Dado el paralelogramo P del plano zy con vértices (0,0) , (2,10) , (3,17) y
(1,7),

(a) Hallar una transformacion lineal que convierta a P en un rectdngulo R
del plano uwv con vértices opuestos en (0,0) y (4,2).

(b) Calcular la integral / xy dzdy transformandola en una integral sobre el
P
rectangulo R.

. cps . . o . . 2
Es sabido, aunque dificil de demostrar, que una primitiva de la funcion e™*

no puede expresarse en términos de las funciones elementales usuales. Esto
dificulta el calculo de f; e " dz. Sin embargo, el siguiente truco notable

permite calcular de manera simple la integral impropia [ = ffooo e dr =
lim, oo ffa e da:

(a) Observar que I = / / e~ @) dady

(b) Calcular la integral de (a) como li mite de integrales en circulos utilizando
coordenadas polares.

Integrar 2" gobre el cilindro dado por 22 + 92 <4 ,2< 2 <4,
Hallar el area acotada por la curva dada por la ecuacion
(2% +y*)* = 2a°(2* — y°).
Esta curva se llama lemniscata. ;Por qué?
Calcular el volumen de un cilindro con base circular de radio r y altura h.

(a) Calcular el volumen V(R) de una esfera Bg de radio R.

(b) Llamando 0Bpg a la superficie del borde de la esfera Br y A(0Bg) a su

area, demostrar que d\ggz) = A(0Bpg) y deducir el valor del drea de dicha
superficie.
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Integrar 22 + y? + 22 sobre el cilindro dado por 22 + 92 <2, -2 < 2 < 3.
Sea B la bola unitaria, es decir, B = {(z,y, 2) : 2> + y* + z* < 1}. Calcular:

dxdydz
B2+ 22+ 92+ 22

Calcular [, m dxdy , donde A estd determinado por las condiciones

4+ <lyz+y>1.

Calcular:

/ dxdydz
o (22 4+ 92 + 22)3/2

donde S es el solido acotado por dos esferas de radios a ybcon 0 < b < ay
centradas en el origen.

Calcular [ g 2 dxdydz donde B es la region sobre el plano zy dentro del cilindro
dado por 22 +4? < 1y debajo del cono dado por z = (2% + y?)'/2.

Sea E el elipsoide dado por (22/a?) + (y?/b*) + (2%/c*) < 1.

(a) Hallar el volumen de FE.
(b) Calcular [_[(z*/a®) 4 (y*/b%) + (2*/c?)] dxdydz.

Hallar la masa del solido acotado por el cilindro 2? + y*> = 2z y el cono
2% = 22 +9? si la densidad es p = /a2 + 12.

Hallar el centro de masa del cilindro 22 +3? < 1,1 < 2 < 2, si la densidad es
p= (2" +y°)2"

Si un solido W tiene densidad uniforme p, el momento de inercia alrededor del
eje x esta definido por,

I, = / p(y* + 2*) devdydz
W

y analogamente se definen I, e I,. Sea ahora W el solido con densidad con-
stante acotado por arriba por el plano z = a y por debajo por el cono de-
scripto en coordenadas esféricas por ¢ = k, donde k es una constante tal que
0 < k < w/2. Dar una integral para su momento de inercia alrededor del eje
z.

Dado un solido W con densidad de masa p(x,y, ), la fuerza gravitacional F
que ejerce W sobre una masa m en (z1, 41, 21) estd dada por el gradiente de una



funcion V' llamada potencial gravitacional, es decir, F=—VV. Este potencial
gravitacional estd dado por,

x,y, 2)drdydz
V(xlaylvzl) = Gm/ pg : ) 32/ 2
W\/($—$1)+(y—y1) + (2 — 21)

donde G es la constante de gravitacion universal.
(a) Hallar el potencial gravitacional sobre una masa m de un planeta esférico
con una masa M = 3 10*kg, a una distancia de 2 10®m de su centro.

(b) Hallar la fuerza gravitacional ejercida sobre un objeto de 70kg en la posi-
cion indicada en (a).



