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Analisis Complejo
Practica 4 - Aplicaciones holomorfas
2001 - Primer Cuatrimestre

Si © es un abierto conexo simplemento conexo en IR? y u :  — IR es una funcién arménica,
pruebe:

(a) Existe f € H(R2) tal que u = Ref

(b) Vale la férmula del promedio para u, es decir

1 27
u(z,y) = %/ u(x +rcost,y + rsint)di
0

para todo 0 < r < d((z,y),99).

. Si f es holomorfa en un entorno de 2 = {z € ¢': Im(z) > 0}, y lim,—. f(2) = 0, entonces

vale la férmula

Tof(t
2mif(z) = lim 0 dt, z €
r—+too J_ .t — 2z

Si Q es un abierto de @, y f es holomorfa en un entorno de €, entonces para todo E C
acotado de frontera a se tiene
nlL(a).maz{| f(2) |: z € a}

() < E
| 1" (20) |< 27.d(z0, @)L 0 €

donde d(zg, ) denota la distancia usual en el plano de zg al borde de E, y L(«) es la longitud
de arco de a.

El principio débil del maximo: Pruebe que si {) es acotado, y f es holomorfa en un
entorno de €2, entonces || f|| o) < ||l £ (80)-

Suegerencia: utilice el ejercicio anterior (con n = 0) aplicado a las funciones holomorfas
fr(z) = f(z)k, ke IN.

. Sea L una recta en el plano. Pruebe que si f es holomorfa en {)— L y continua en L, entonces

f € H(Q). Sugerencia: utilice el teorema de Morera.

El principio de reflexién de Schwarz: Sea f una funciéon holomorfa en el semidisco
D={ze:| z|<r,Im(z) > 0}y continua en D. Pruebe que si f toma valores reales sobre
el eje real, entonces existe una extensién de f holomorfa en B(0,r).

Sea () abierto conexo, f € H(f2). Pruebe que bajo cualquiera de las siguientes condiciones,
f es constante:

(e) Argf(z) es constante

(a) f'(2)=0
(b) Ref(z) es constante
(¢) Imf(z) es constante
(d) | f(2) | es constante
)
)

(f) Imf(z) = Re(z)2
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(g) f(Q) c S, donde S es una curva de nivel suave en el plano, es decir, existe ¢ : IR?> — IR
diferenciable tal que V¢ # 0 sobre Sy S = {(z,y) : ¢(x,y) = 0}
Sea f: B(0,1) — B(0,1) holomorfa. Pruebe que | f/(0) |< 1.

Sugerencia: utilice la formula de Cauchy.

Si Q es un abierto conexoy f € H(2) es tal que existe a € 2 de manera que | f(a) |<| f(z) |,
entonces f(a) =0 o bien f es constante.

Sugerencia: utilice el teorema del médulo maximo.

Sea € abierto conexo, f € H({2). Tomemos E un abierto conexo. Supongamos que E tiene
clausura compacta, y que E C ().

Pruebe que si | f(z) | es constante en la frontera de F, entonces f es constante o bien f se

anula en algin punto de E.

Sea B = B(0,r) (r > 0). Considere h € H(£2) N C°(B). Pruebe

max | h(z) |= max | h(z) |
|z|<r |z|=r

Sea () abierto conexo tal que 0 € Q, f € H(§2). Si B(0,R) C €, se define M : [0, R) — R4

M (r) = sup | f(2)]
|z|<r

Pruebe que M es una funcién estrictamente creciente de r, o bien f es constante en ).

El lema de Schwarz: Sea g : B(0,1) — B(0,1) holomorfa, con g(0) = 0. Entonces

lg(z) <] 2] v |4'(0)|<1.

Ademas, si la primera desigualdad se vuelve una igualdad en cualquier punto de B(0,1)
(exceptuando el 0), entonces g(z) = Cz para alguna constante C de médulo 1. La misma
afirmacion vale si | ¢’(0) |= 1.

Sugerencia: considere la aplicacién holomorfa definida como g(z)/z (para z # 0) y ¢’(0) para

z = 0; aplique el ejercicio anterior para 0 < r < 1.

Sea  abierto conexo y a € €. Si f es holomorfa en Q — {a}, pruebe que una condicién
necesaria y suficiente para que f se extienda en forma holomorfa a todo €2 es que

lim (w —a)f(w)=0

w—a

Sea Q = &' — {z1,---,2n}, con z; # z; sii # j, f € H(Q). Suponga que existe ¢ > 0y
ki, -+, kn € IN tales que

| F(z) |< —Hn | : % para todo z € Q.
i=11% " %
Pruebe que existe a € @, | « |< ¢, tal que
a

f(z) = H?:l(z — Zj)ki
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Si f: €1 — Qg es una aplicacién holomorfa y es a la vez un difeomorfismo (como funcién de
IR? en IR?), entonces la aplicacién inversa es holomorfa.

Si f: Q1 — 9 es una aplicacién holomorfa tal que para algin zg € 1, f'(20) # 0, entonces
la inversa local es holomorfa en un entorno de f(zp).

Sea () abierto conexo simplemente conexo, a € ). Pruebe la férmula de Taylor:

z—a) D
Lo -

f(z):f(a)+,f’(a)<2_a)+"'+-f<n_1)(a) 1)

donde f, es holomorfa en €2, y vale la formula del resto

_ L flw)dw
fn(z) s /C (117 — (1,)"(71’ - Z)

donde C es un circulo de radio suficientemente pequeno alrededor de a (y suponemos que z
estd dentro del mismo).

Sugerencia: las funciones fr11(z) = Mﬁ%ﬂl’ fo(z) =
Encuentre una expresién para f(z) en funcién de las fi(a).

ﬂiz:uﬁﬂl son holomorfas en ().

Sean €y, (o abiertos en @, y sean f,h: Qq — @, g : Q9 — €. Supongamos que f(€21) C o,
f es continua y g,h son holomorfas. Si & es inyectiva y ademads vale h = go f en 1 y
g'(2) # 0 para todo z € {9, pruebe que f es holomorfa, y calcule su derivada en funcién de
las derivadas de g y h.

Sea 2 abierto conexo. Una f : 2 — @' continua se dice rama del logaritmo en ) si se
verifica /() = 2 para todo z € Q

(a) Pruebe que si f y g son dos ramas del logaritmo en 2, entonces existe k € Z tal que
[ — g =2kmi. Qué pasa si existe zg € {2 tal que f(z0) = g(z0)?
(b) Pruebe que toda rama del logaritmo es holomorfa, y calcule su derivada.

(¢) Pruebe que si S es una semirrecta que comienza en el origen (y lo contiene), entonces
es posible definir una rama del logaritmo en 2 = @ — S. Pruebe que este abierto es
maximal, o sea que no existe ningin abierto que contenga en forma propia a {2 donde
se puede extender esta rama del logaritmo.

Sea () abierto, 0 ¢ 2. Se dice que g : 2 — € continua es una rama de la raiz cuadrada
rama de /z) en € si para todo z € € se tiene g(z)? = z.
p
(a) Pruebe que toda rama de v/ es holomorfa.
(b) Qué relacién hay entre una rama de v/z y una rama del logaritmo?
(¢) Si 2= d'— (—oc,0], y V2 es la rama principal de la raiz cuadrada en €, pruebe que la
aplicaciéon z — cos(y/z) se extiende en forma holomorfa todo d.

Sea g : ) — @ una rama del logaritmo. Si a € @, definimos a* := ¢*9(@).

(a) Esta aplicacién estd bien definida?
(b) Pruebe que es una aplicacién holomorfa, y calcule su derivada.

(c) Calcule ' considerando la rama principal de logaritmo definida en @' sin los reales
negativos. Calcule usando las demas ramas. Haga lo mismo para (—1)3/5 y para 17.

Sean f, g dos funciones continuas distintas tales que f2(z) = g%(2) = 1 — 22, Existe algin

abierto €2 del plano complejo donde f, g sean holomorfas? De ser asi, halle {2 maximal.



