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Analisis Complejo
Practica 5 - Series
2001 - Primer Cuatrimestre

. Halle los términos de orden menor o igual a 3 en las series de potencias:

(:) ef—1 d) e”—cos(z)

z z

a) e*sen(z) b) sen(z)cos(z)

e) =L~ F) coslz)

sen(z) e
cos(z) sen(z) 9 IL)

cos(z) sen(z)

~—

. Pruebe que si ), - an.v, converge, entonces

agug + E (an — an—1).vpconverge siy sélo si E (Vg — Vpaq)converge
n>1 n>1

Criterio de Bois-Reymond: Si}_ - a, convergey > - (vn — vp41) converge absoluta-
mente, entonces anl an. vy CONVerge.

Sea r > 0. Siel conjunto {n € IN : /| ap, | > r} es infinito entonces el radio de convergencia
R de la serie ), qan,z" es 0 o bien R < 1/r.

L SEY L span(z—a)" y >, 50 bn(z —a)™ son dos series de potencias de radio de convergencia

R >r >0,y definimos
n
Cp = Z agbn_k
k=0

pruebe que la serie de potencias ano cn(z —a)™ es convergente con radio de convergencia
R’ >r >0,y ademés

Z en(z—a)" = Zan(z —a)™. an(z —a)”

n>0 n>0 n>0
para todo z donde las tres series son convergentes.

Calcular el radio de convergencia de cada una de las siguientes series y estudiar el compor-
tamiento en el borde del disco de convergencia:

(1+24)" n (n+1)"

a,) anl 'n.‘”z 2" b) Zn21 1+(§+1‘,)n C) EnZl :,wl 2"
| n2 2
d) Zn21 (211{)71.2 2" e) EnZl 5 f) anl nlz"

g) anl a”z" (a e d) h) anl a"gz" (a € @) 1) anl (ltﬁi)n 2"
_qyn 2oyt
DINSEL k) 2 n1 %Zﬂ(nﬂ) DD Enﬁ))un

m) 27121% n) 27121% 0) ZnZl ,S(’,n(n)z"

n_n i 2( 4+2 2+1J'n
P) anl 455 q) anl enz 7’) anl == 7nz
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. Hallar el coeficiente de z en el desarrollo de Laurent de

. Muestre que las siguientes series de funciones holomorfas convergen uniformemente:

(a) om0 costnz) L e
(b) Ysommmy 2 ¢ N
(€ Yosoe >V | Arg(2) < %

. Sea f(z) = m Halle el desarrollo en serie de Laurent de f en cada uno de los

siguientes anillos:
a)0<]z|<1 b)l<lz|<2 ¢ |z|>2 d)0<|z—1]<1
e)l<|lz=1]<2 f)|z=1[>2 ¢g)0<|z—1|<1 h)l<|z=2|<2

e
z—1

en|z|> 1.

Verificar que si f tiene una singularidad no evitable en z = i y en z = 2i, entonces el
desarrollo en serie de Laurent de f en 1 <| z |< 2 tiene infinitos términos negativos no nulos
e infinitos términos positivos no nulos.

Verificar que f tiene un cero de orden k en z = a si y sélo si ¢ = 1/f tiene un polo de orden
ken z=a.

Suponga que f tiene un cero o un polo de orden k en z = a y g tiene un cero o un polo de
orden k en z = a. Qué clase de singularidad tiene f/g en z = a? (considere todos los casos
posibles).

Cada una de las siguientes funciones tiene una singularidad aislada en z = (0. Determine su
naturaleza; si es evitable defina f(0) de modo que resulte holomorfa en z = 0, si es un polo
halle la parte singular.

a) sen(z) b) cos(z) C) cos(z)—1

z z z

(1) 01/2 0) log(z+1) f) cos(1/z)

z

g) % h) # i) zsen(1/z)

— amz"+ttajztag ; ; ; ; -
Sea f(z) = P Th e Probar que oo es una singularidad evitable o una singularidad

aislada. Clasificarla de acuerdo con el grado de los polinomios.

Clasificar las singularidades de las siguientes funciones en €' = €'U co. En el caso de ceros o
polos determinar el orden.

a) €<= b) cos(z)e /* + zel/?

1
z C) 2347224245

5

d) 1_7_7 e) (sen(z%))_l f)e™

) S ) sen () + &

Para A e @y n >0, sea
1 2w
a, = —/ (’.’\COS(t)cos(nt)dt
T Jo



Pruebe que para 0 <| z |< oo, vale

1
ap + Z an (zn + z_"> = 2AEFD)

n>1

17. Sea B = B(0,1),y f € H(B). Si f(z) = u + iv, pruebe que

2 ) ) 2 ] ]
/ ’u,(’l‘(’,”)(’,izntdt _ i/ 1)(7‘(’,”)(’,71’ntdt
0 0

para todo n > 1, para cualquier r € (0,1).

Sugerencia: la funcién g(w) = f(w) es holomorfa en B, asi como g(w)w"~! para todo n > 1.
Utilice Cauchy-Goursat.

18. Sea B = B(0,1), y f € H(B). Si f(z) = Y ,~¢anz". f = u + iv, pruebe que para todo
r € (0,1), y todon > 1, vale: -

1 27 . 27

Ay = o u(r(’,it)(’,*mtdt = 7:? 1)(1“0”)077tmdt
0

19. Sea f como en el ejercicio previo. Pruebe que si u > 0y f(0) = 1, entonces | a,, |< 2 para
todo n > 1. Concluya que

20. Sea f entera.

(a) Suponga que f(z + 27wi) = f(z) para todo z € @. Pruebe que existe g holomorfa en
" = ¢ — {0} tal que f(z) = g(e?).

(b) Suponga ahora que f(z 4+ 1) = f(z). Pruebe que existe ¢ € H(€™) tal que tal que
f(z) = g(e?™*). Concluya que

“+o0

f (Z) _ Z akeQﬂ'ikz

— 0

con convergencia absoluta en @, y que la serie converge uniformemente en cualquier
franja a < Im(z) < b.

Pruebe que los coeficientes se pueden obtener mediante la férmula

1
ap = / flz + ib)ciﬁm(xﬁb)d‘r
0

donde b € IR es cualquiera.

21. Generalize el ejercicio anterior al caso en el que f es holomorfa en una banda horizontal
b1 < Im(z) < be, y muestre que si f(z) = cotg(wz), entonces

f(Z):—Z 1+2202ﬂikz

k>1



