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. Existe f holomorfa en algiin entorno de cero tal que f(%) = f(

Analisis Complejo
Practica 6 - Funciones analiticas y Residuos
2001 - Primer Cuatrimestre

. Si B = B(0,1), existe f € H(B) tal que f(+) = ﬁ_—iﬁ para todo n > 17

1
2n—+1

)= }L para todo n > 17
Y pidiendo f(%) = f(_Tl) — 19

n

Lo mismo que el ejercicio anterior pero para | f(1) |< 5+. Y para \/Lﬁ <[ (%)< \%?

Sea f(z) = cos (%ﬁ—;), | z |< 1. Verifique que f es holomorfa, y calcule el conjunto de ceros
de f. Note que el conjunto de ceros tiene un punto de acumulaciéon. Contradice esto algin

resultado conocido?

. Sea () abierto conexo simplemente conexo y f,g € H(£2). Suponga que f y g nunca se anulan

en (2. Suponga por otra parte que existe una sucesién de infinitos puntos distintos a, € €2
tales que a, — a € (), de manera que

f,(an) _ g,(a‘n)
f(an) g(an)

para todon € IN

Pruebe que existe ¢ € @' tal que f(z) = c.g(z) en Q.
Sify 7 son holomorfas en §2 (abierto conexo), entonces f es constante.

Sea 2 abierto conexo. Si f y ¢ son holomorfas en 2y f.g es holomorfa en €, entonces g = 0
o bien f es constante.

Halle todas las funciones enteras tales que lim|.|—o | f(2) |= 5.

Sea f entera y R un nimero real positivo tal que | f(z) |[< M | z |" para todo | z |[> R.
Probar que f es un polinomio de grado a lo sumo n.

Sea f entera.

(a) Pruebe que f es constante si y sélo si existe el limite en infinito.

(b) Pruebe que oo es un polo de f siy sélo si f es un polinomio de grado mayor o igual a
uno.

(c) Concluya que co es una singularidad esencial para toda f entera que no sea un polinomio.
Pruebe que una funcién entera tiene una singularidad evitable en oo si y sélo si es constante.

Pruebe que una funcién entera tiene un polo de orden n en oo si y sélo si es un polinomio de
grado n

Halle todas las funciones enteras y biyectivas. O sea, encuentre todos los automorfismos del
plano complejo.

Sea f: €' — {0} — @' — {0} holomorfa e inyectiva.
Pruebe que existe a € ¢, a # 0, tal que f(z) = az o bien f(z) = a/=.

Sugerencia: qué tipo de singularidad tienen f, 1/f, en 0 y en co?
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Sean >0,y f una funcién entera tal que para alguna constante M > 0,
| f(2) [ M+ ]z ])"
para todo z € €. Pruebe que f es un polinomio de grado a lo sumo n.

Sea f entera tal que existen nimeros complejos zg, z1 (IR-linealmente independientes) tales
que f(z+20) = f(2)y f(z+ 21) = f(2) para todo z € €. Probar que f es constante.

Sea () abierto conexo, y f,g € H(2). Suponga que f.g = 0 en 2. Pruebe que f = 0 o bien
g=0.

Sea B = B(0,1), y sea f € H(B) tal que B C f(B).

Si £(0) =0, f es inyectiva, y | £/(0) |< 1, pruebe que f(z) = Cz para alguna constante C' de
médulo uno.

Sugerencia: use el lema de Schwarz.

Sea ) abierto conexo, f € H(S)). Suponga que f o f = f. Muestre que f es constante o bien
que f = idg.

Sean f y g funciones enteras. Se define
hz)=g(fE) P -1z -1F), zed
Pruebe que si h es constante, entonces f es constante o bien g es constante.

Sean 2 abierto y r > 0, B(0,r) C Q. Suponga que f € H(Q), f =), ~oanz" con radio de
convergencia R € (r, +00]. Pruebe la férmula a

g . 16
S lan = [ st P g
27

n>0 -

Bajo las mismas hipdtesis del ejercicio anterior, pruebe la férmula

n |2 7,271,

dx d
// | f(z +iy) | T;/:ZM
B(0,r) Tr e n+1

Suponga que f es entera, y que

/~/¢ | f(z +iy) |2 drdy < oo

Sea B = B(0,1), f € H(B), f inyectiva, f(B) = D. Si f(z) = }_,5qan2", pruebe

Area(D) = Z | an |2

n>1

Pruebe que f = 0.

Sif(z) = ZA(% con p, ¢ holomorfas en un entorno de a € @, p(a) # 0 y ademéds a es un cero
simple de ¢, entonces a es un polo simple de f y vale

Res(f,a) = ()
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Sea f(z) = m Calcule Res(f,i), Res(f,—i), Res(f,1).
Si f tiene un polo simple en a y ¢ es holomorfa en a, probar que Res(f.g,a) = Res(f,a).g(a).

Calcular los residuos de f en cada una de sus singularidades aisladas y en oc:

z

a) m b) z%scn(z) c) (zfl)gz

ol/2 ol/2

d) 2°cos(1) o) s DR cesr

Si a es un polo simple de f, y a, es un arco de circulo centrado en a de apertura 6 (orientado
positivamente), entonces

Res(f,a) = lim —/ flz

7“—>OWL 0
Sea f(z) = fi—; (a € ). Calcule Res(f,wi).
3
Sea f(Z) = Wm Calcule R(?S(f, OO)
Sea C' la circunferencia | z |= 2 recorrida en sentido positivo. Calcule

zdz 1+ sen(z) dz
@) A 2441 b) A sen(z) dz <) A (z+1)*22-9)(z — 4)

Sea ) abierto conexo tal que B(0,1) C 2, y considere f € H(f2). Pruebe que

1 m £(0) silal<1

2mi |z]=1 2 — @

F0)=f(1/a) si |a|>1

Tomemos f holomorfa en un entorno de B(0,1). Pruebe que

1 m'w W+af<) 5i|a|<1

dw =

2mi lwl=1 W —a

f10) +af(0)—af(1/a) si|al>1

. Sea B = B(a,r), f € H(B)N C°B). Suponga que f es inyectiva en B. Si G = f(B),

entonces f ! es holomorfa en (@ y para todo w € G se tiene:

[ )

—1 o
Fow) = 2mi Jop f(z) —w

Considere f(z) = 254+ 15z + 1. Pruebe que f tiene una tinica raiz en | 2 |< 3/2. Hay alguna
raiz en | z |> 27

Pruebe que la funcién f(z) = 22° + 7z — 1 tiene una raiz real positiva en | z [< 1 y que el
resto de las raices estd en 1 <| z |< 2.

Pruebe que la ecuacién z"e""% =1 (r > 1) tiene exactamente n raices en | z |< 1.

Sean > 1. Muestre que la ecuacién 2" 3 +¢* = 0 tiene n+3 ceros contados con multiplicidad
en B(0,e).
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Sea B = B(0,3), f € H(B)N C°(B). Suponga que f # 0 en dB. Si C es un circulo de radio
3 centrado en cero (con orientacién positiva), y

[Fuemtni [ faemtn [ A8 e

encuentre los ceros de f en B.

Sea f holomorfa en un entorno de B(0,1). Pruebe que si | f(z) |< 1 para | z |= 1, entounces
f tiene un unico punto fijo en B(0,1).

Si| f(z)|< 1para]z|=1, qué puede decir?

Pruebe que la ecuacion

e 1/ 1
R
222 +1 + 10z

tiene exactamente una solucién en | z |> 1.

Demuestre la forma fuerte del Teorema de Rouché: Sea €) abierto conexo en @, a € (Q,
y a una curva de Jordan en () cuyo interior esta contenido en 2. Si f, g son dos funciones
meromorfas en €) sin polos sobre a tales que

| f(z)=9(z) <[ f(2) [+ 19(2) | (2 €a)

entonces el indice de f o a es igual al indice de g o a. En consecuencia la cantidad de ceros
menos polos de f coincide con la cantidad de ceros menos polos de g en el interior de a.

Sugerencia: pruebe que existe un logaritmo de F(z) = f(z)/g(z) definido en un entorno de
la imagen de a.

El Teorema de Rouché segiin G. Pdlya: Un hombre lleva un ramo de flores en una mano
v la correa de su perro en la otra. Mientras espera a su novia, se pasea nervioso alrededor de
una fuente redonda, cuyo diametro es de dos metros. A lo largo del paseo, el perro deambula
alrededor de la fuente sin otra limitacién que el largo de su correa, que es de 1 metro y
medio. Después de 20 minutos de espera, el hombre y su perro se encuentran ambos en sus
respectivos puntos de partida.

Muestre que el numero total de vueltas alrededor de la fuente es el mismo para el perro y su
duerio.



