Analisis Complejo
Préctica 9 - H(2) y sus familias normales
2001 - Primer Cuatrimestre

NOTA: B = B(0,1) y £ es un abierto conexo de @. La convergencia en H(f2) (y también en
C9(Q)) es siempre la uniforme sobre compactos de 2. Ademds || f||x = sup,cg | f(2) |-

1.

Dado €, una sucesién exhaustiva de compactos en ) es una familia {K, },>1 de conjuntos
compactos dentro de §2 tales que = U,>1 K, y ademds K,, C Int(Kp,+1). Pruebe que para
todo €2 existe al menos una sucesién exhaustiva de compactos.

Dado un abierto €2 y K, una sucesiéon exhaustiva de compactos en 2, denotaremos con
pn(f) =sup.ck, | f(z) |. Nombremos con C°() a la familia de funciones continuas en €.

(a) Pruebe que la férmula

A(f.g) = Z 1 _wlf—g)

k _
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induce una métrica en C%(Q), la cual es invariante por traslaciones. Esto tltimo quiere
decir que d(f + h,g+ h) =d(f,g) para toda f,g,h.

(b) Pruebe que una sucesién f,, en CY(€) converge uniformemente sobre compactos a f si
y 86lo si d(fpn, [) = n—oo 0.

(c) Recordemos que C°(€2) con la convergencia uniforme sobre compactos es un espacio

vectorial métrico completo (espacio de Fréchet). Pruebe que H(§2) es un espacio vectorial
métrico completo.

Considere el €-espacio vectorial H(€2) con la convergencia uniforme sobre compactos. Pruebe
que la aplicacién % :H(Q2) — H(R) es lineal y continua.

Un conjunto A C H(f2) se dice localmente acotado si para cada compacto K C € existe
una constante M (K) < oo tal que

supfeall fllx < M(K)

Pruebe (teorema de Montel) que los conjuntos precompactos de H(€)) son exactamente los
conjuntos acotados.

A partir de aqui diremos que una sucesién f,, € H(€2) estd acotada si el conjunto {f,} C H(£2)
es localmente acotado.

. Suponga que {2 esté acotado. Considere la familia F = {f € H(Q) : f(Q) C Q}. Pruebe que

F es precompacta y encuentre su clausura.

Sea B = B(0,1), y F una familia de funciones holomorfas en B.

Suponga que existe una sucesiéon M, > 0 tal que En VM, <1 de manera que | an |[< M,
para toda f € F, donde f =3 - anz".

Pruebe que F tiene clausura compacta en H(B).

Considere {fn}n>1 C H(B), fn(0) = 0. Suponga que Re(f,) converge a cero. Pruebe que
fn converge a la funcién nula.

Sugerencia: considere g, = e/m.
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Pruebe (teorema de Vitali): Sea {f,} C H(2) una sucesién acotada, y sea E C {2 un conjunto
con un punto de acumulacién en €. Si para todo z € E, f,(z) converge puntualmente,
entonces f, converge en H(f2).

Pruebe que la sucesién de funciones holomorfas f,,(z) = (1 + %)n converge a f(z) = e*.

Qué puede decir de los ceros de f,, v los ceros de f?

Considere la sucesién de funciones enteras f,(z) = Lsen(nz), n € IN. Pruebe que f, — 0
uniformemente sobre IR.

Pruebe que f, € H({) no converge uniformememente en ningtin €2 C @

Sea {fn}n>0 C H(B) una sucesién acotada. Si f,(z) = >+, cn’kzk, entonces f, converge a
foen H(B) siy sblo si cnr n=ed cokx Para todo k > 0.

Pruebe
(a) Si f es holomorfa en un entorno de B(a, R) (a € €, R > 0), entonces
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(b) Sean QC @&, M >0y F={feH®Q): [ [,|f(z+iy)|* dedy < M}. Pruebe que F
es precompacta.

Sea S = {f € H(Q) : f(0) = 0, f'(0) = 1, f inyectiva }. Pruebe que S es un subconjunto
cerrado de H(£2). Piense si S es compacto.

Sea ) abierto conexo y acotado en €. Si f € H(Q) es tal que f(€) C Q, y existe zg € () tal
que f(z0) = 20y | f'(20) |< 1, entonces existe el limite en H () de las iteraciones de f y es
igual a zg.

En otras palabras, se tiene lim,, f[”} = 29, donde la convergencia es la uniforme sobre com-
pactos de €2, y f["} =fo---0f.

Tomemos f € H(B), con f(0) =0, y ||flleo < 1. Consideremos la familia de iteraciones
(" Yz1, S =fo-0.

Muestre que todo punto de acumulaciéon de esta familia es una rotacién de la bola o bien la
funcién nula.

Sean f,g € H®(B) con la propiedad de que existe un nimero M > 0 tal que para todo
0 < r < 1 existen a,, b, € H*(B) que satisfacen

(a) lar(z)|+|br(2)| <M VzeB y VO<r<1,
(b) f(rz)ar(z) + g(rz)b.(2) =1 Vz € B.

Probar que existen a,b € H>(B) tales que |a(z)| + |b(2)] < M Vz € B y
f(z)a(z) +g(2)b(z) =1 Vz € B.
Sean 0 < § < a < 7, € el sector angular dado por
O={zel:0<]|z|<1,] Arg(z) |< a}

y f € H(€) una funcién acotada tal que lim, o+ f(z) =L (z € R, L € @).
Pruebe que lim,—of(z) = L uniformemente en | Arg(z) |< a — 8.

Sugerencia: considere f,(z) = f(z/2").



