ANALISIS COMPLEJO

Practica 1

Niumeros Complejos - Plano Complejo

1. Exprese los siguientes nimeros complejos de la forma a + ib donde a y b son

numeros reales.

D (-1 4+ 301 H) (G40)G-D(i+3) i) sz
iv) 1;_’—2' V) (32_4_212) vi) (14 14)190

vit) (1+4)" + (1 —d)"

2. Sean z y w dos nimeros complejos. Muestre que

i) Z=zsiysolosi z € R

il) ztw=z+4+w
iii) zzw=z-w
iv) Re(z) = itz
2
zZ—Z
I =
v) Im(z) 57

3. Pruebe que si zp € C es raiz de apX"™ 4+ ap_1 X" ' +--- 4+ a9 = 0, entonces
Zo € Cesralzde @ X"+ a1 X" '+ 4+a=0.
Deducir que si P(X) es un polinomio con coeficientes reales y zg € C es raiz de

P(X), entonces zp € C también lo es.

4. Sea | z |= V2Z para cada z € C. Probar que

i) Si z=a+bi, |z|=+Va?+b?



iy 2 _ 12l
i) Joowl=l =] Jwly 5] =

w |
iii) —|z[<Re(z)<[z]y —[z[<Im(z) <| 2|
iv) |z4+wl|?=|z 2+ |w|®+2Re(z - )
v) |z—w | =z ]2+ | wl|? —2Re(z - W)
vi) |z+w|2+|z—w|2:2(|z|2—|—|w|2)
vil) |z4+w|<|z ]|+ |w|

vill) ||z |- |w| <[ z4w]

(S}

. Probar que d: €C x C— R definida por d(z,w) =| z — w | es una métrica.

6. Sea a =a+bi, z=x+1iy ysea ¢ > 0. Transforme la condicién | z—a |= ¢ en
una ecuacion que involucre solo a z,¥y,a,b y c; describir que figura geométrica

representa esta ecuacion.

7. Describir geométricamente los siguientes subconjuntos de C:

i) |z—i+3|=5 i) |z—i+3|<5  iii) Re(z) >0

(02¢)

i) Pasar de la forma x + iy a la forma polar

(a) 1+iv2 (b) —5i (c) -3
ii) Pasar de la forma polar a la forma z + iy

(a) 3eiT (b) e (c) mei%

9. Dibuje todos los complejos de la forma 2™ =1 para n =2,3,4,5.

10. Sea n € Ny o € C\ {0}. Muestre que hay n complejos distintos tales que

n

T =Q.

Definicién: et = e% . (cosb + isenb)



11.

12.

13.

14.

15.

i) Describa los z tales que e* = 1.
ii) Si e* =Y, entonces hay un k € Z tal que z = w + 2kmi

iii) Sean w,a € C tales que e® = w. Describa los z tales que e* = w.

Sea 6 € IR. Muestre que

i 4 o—if et _ o—if
_ : senf = ——
2 27

ii) Si definimos para z € €, cosz y senz como arriba, los tinicos valores de z

i) cosf =

para los cuales cosz = 0 = sen z son los valores reales usuales.

n+1 _
Sea z # 1. Probar que 14+z+---+2" = zil y calcular 1+cos6+- - -+cosnf

para 0 < 60 < 27. B

Sea S' ={z¢€ C/|z|=1}. Mostrar que S' es un subgrupo multiplicativo de
C*=C\ {0}.

i) Probar que la aplicacién

cis : (R, +) — (5',")

0

0 — e = cosh +isenf

es un morfismo.
ii) Probar que dado z = x + iy € S', hay un tinico 0 € (—m, 7|, con z = €.
(Sug: 2% + 4% =1, cos([0,7])=[-1,1]; existe 0 < 0 < 7 tal que = = cosf =

cos(—6) ).
iii) Probar que Ker(cis) = 2nZ.

iv) Deducir que cis induce un isomorfismo de grupos tnico arg : S — IR/2,%z
tal que

R cts Sl

7
proy P < .
s
IR/QﬂZ

conmuta. En particular, hay una tnica estructura de espacio métrico en

IR/2-%z que hace de arg una isometria.

Definicién: Dado z € €C*, llamamos argumento de z a arg (i> .

| 2]

3



Observacién: Lo anterior permite extender arg: S! — IR/2,% a una funcién que

también designamos arg de C* en IR/2,% .
v) arg: C* — IR/2,z es continua.
vi) arg(z-w) = arg(z)+arg(w) y arg(l) = 0. Luego, es un morfismo de grupos.

vii) Probar que proy : IR — IR/2,z tiene la siguiente propiedad: O C IR/2,z
es abierto sii proy=!1(0) C R lo es.

Definicién: Dado z € C*, se llama argumento principal de z al inico fe(—m, 7| tal

que cis) = o y se nota 0 = Arg(z) .

|z |

viii) Sea Q@ = €\ { —¢|t € R>o}. Entonces Arg/q : QN S' — (—m,7) es
un homeomorfismo. (Sug: proy : IR — IR/2,xz es abierta y luego cis
también. Dado que cis/(_r ) y Arg/q son reciprocas, se deduce que son
homeomorfismos)

ix) Generalizar viii) del siguiente modo

(a) Dado a € R, definir Arg, : C* — (—7 4+ a, 7™ 4+ «) conveniente.
(b) Si Qu =C\{- teia|t € R>o}, probar que Arg/q, : Qo — (-7 +

a, 7+ a) es un homeomorfismo.

x) Probar que no existe una determinacién continua del argumento. Es decir,

probar que no existe una funcién continua g : S* — IR tal que cisog = id.
Sucesiones

16. i) Probar que si lim z, = z entonces lim |z,| = |z|.
n— 00 n—00

ii) Dar un ejemplo donde no valga la reciproca.

iii) ;Cuando vale la reciproca?
17. Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

i) nin ii) n(lgl)n iif) (—(_1);+1)n

sen (5t
iv) cos(nm) + ZM

n2



18.

19.

20.

21.

22.

i) Sea o € C, |a|< 1. {Cudlesel lim o"?. Demuéstrelo.
n—oo

ii) Idem para | o[> 1.

iii) Si |a|<1, pruebe que lim (14+a+---+a")=

n— 00 1l -«

Para | z |# 1 mostrar que el siguiente limite existe

f(2) = 1im (zn_l)

n—so0 \ 2" + 1

. Es posible definir f(z) para | z |=1 tal que f resulte continua?

ZTL
(Para que nimeros z € C estd definida f(z) = lim ( > ?
n—oo \ 2" 4+ 1
Probar que si |z| > 2, la sucesién definida por: 29 = z, 21 = 22 +2, y en general

Zp41 = z,% + 2 para todo n > 1 verifica nli_)rglo Zp = 00.

(optativo) Sea z € S! tal que arg(z) = am donde a € R\ Q. Probar que
{2";n € IN} es denso en S*.

Plano Complejo ampliado - Esfera de Riemann

23.

Sean € = CU {oo} y S C IR? la esfera de radio 1 y centro en (0,0,0). Sea
N = (0,0,1) € S definimos la proyeccién estereografica 6 : S — € haciendo
O(N) = oo y dado P € S\ {N}, 0(P) = a+ib sii (a,b,0) es el punto de
interseccién de la recta NP C IR? con el plano x3 = 0.

T1 + 122

i N.
]_—$3 51 (x17x27x3) ;é

i) Probar que 6(x1,x9,23) =

ii) Probar que 6 es una biyeccién y su inversa estd dada por

_ [2Re(z) 2Im(z) |z>—1
Plz) = <1+ 12271+ 22 1+ yz|2>
para z € C.
iii) Calcular p(Im(z) =0) y ¢(Re(z) =0).

iv) Sea d la distancia en € inducida por la distancia de IR? via 6, es decir,
si z, 2 € C, definimos d(z,2') = d(p(z),(z")) donde d es la distancia

eucidea.



~

(a) Verificar que d es una métrica en C.

(b) Probar que la métrica usual en C es equivalente a la inducida en C
por d (probar, por ejemplo, que (C,d) y (C,dysua) tienen las mismas
sucesiones convergentes).

. = lw — 2| _

c) Verificar que d(z,w) = para z,w € Cy d(z,00) =

« O I ) vl

1
———— para z € C.
(1+1z?)2

(d) Probar que ((IAJ, d) es un espacio métrico compacto (y por lo tanto com-

pleto).

24. Sea C una circunferencia contenida en S. Probar que hay un tnico plano 7 en
IR? tal que 7N S = C'; use esta informacién para mostrar que si C' pasa por N
entonces su proyeccién en C es una recta. En caso contrario, se proyecta sobre

una circunferencia.

Homografias

az+b
cz+d

Definicién: Una homografia es una funcién T : € — € del tipo T(z) =
donde ad —bec # 0.

25. Probar que el conjunto H de las homografias es una grupo bajo la composicién.

26. Sean zs, z3, z4 puntos distintos de C. Probar que existe una tunica homografia T'
tal que T'(22) =0, T(z3) =1y T(z4) = 0. Deducir que dados puntos distintos
way, w3, wy de C hay una tnica homografia que aplica z, en wy, 23 en w3 y 24

en Wy .

az+b

27. Demostrar que una homografia T'(z) = aplica IR en IR si y solo si se

cz +
puede escribir con coeficientes reales.

Definicién: Dados z1, 29, 23, 24 puntos distintos de C, definimos la razon doble
21 — k2 23— %

4
. Observar que (z1, 29, 23, 24) €s
21 — R4 23— 22

la imagen de z; bajo la homografia T tal que T'(22) =0, T(23) =1y T(24) = ©

(Z17Z27Z3’Z4) por (Zl,ZQ,Zg,Z’4) =

28. i) Probar que si T' € H entonces (T'(z1),T(22),T(23),T(24)) = (21, 22, 23, 24)

6



ii) Demostrar que z1, 22, 23, 24 yacen en una circunferencia si y solo si

(21,22, 23,24) € R.

Definicién: Sea C' una circunferencia de C y 2, 23,24 puntos de C'. Dos puntos z

y z* son simétricos respecto de C' sii (z, 29, 23, 24) = (2%, 29, 23, 24) .

29.

30.

31.

32.

33.

i) Probar que la definicién anterior no depende de los punto elegidos zs, z3, 24

sino de C'.

ii) Probar que cada punto z € € tiene un solo punto z* simétrico respecto de
C'. A la aplicacién que a cada z € C le asigna su simétrico respecto de C' se
la llama simetria respecto de C'. Probar que para cada homografia T' que

aplica IR en C', la funcion
ToT-1: @ — @
es la simetria respecto de C'.

iii) Interpretar geométricamente la nocién de simetria en el caso en que C es

una recta.

iv) Probar que si S es una homografia y z,z* son simétricos respecto de una

circunferencia C', entonces S(z) y S(z*) son simétricos respecto de S(C).

Probar que el simétrico del centro de una circunferencia C' (respecto a C') es
0.
Hallar homografias que transformen
i) los puntos 0,4, —i en 1,—1,0.
ii) la circunferencia |z| =2 en |[z+ 1| =1 y ademds —2 en 0y O en 1.
iii) el disco |z| < R en si mismo y ademas « en 0 (|a| < R).
iv) El semiplano superior Im(z) >0 en |2/ <1y « en 0 (donde Im(a) > 0).

zZ+1
z+1

Sea S(z) =

.Sea z1 =1y z, =85(z,—1) para n > 2. Pruebe que lim z,
w— /i
w+ Vi

1
existe y es igual a — (1 +1). (sug: T'(w) = donde w = S(z).)

V2

z+2

Sea S(Z) = m,

z # —1 y definamos zg =, z, = S(z,_1) para todo n € IN.



i) Probar que Rez, > 0 para todo n € IN.
ii) Probar que la sucesién (z,),>1 es acotada.

iii) Probar que z, — V2.



41,

ANALISIS COMPLEJO

Practica 2

. Hallar los términos de orden < 3 en las series de potencias:

. . L €5 —1
i) e senz ii) (senz)(cos z) iii)
z

., € —cosz 1 ., COSZ
iv) ——— V) vi)

z oS z sen z

.., senz e?
vii) viii)
oS 2 sen z

. Sea f(z) = >, anz". Se define f(—z):= > an(—2)" = > an(—=1)"2". Se

dice que f(z) es par (impar) si a, = 0 para todo n impar (par). Mostrar que

f esparsii f(—z) = f(z) vy f esimparsii f(—z) = —f(z).

. Se definen los ntimeros de Bernoulli B,, por la serie de potencias:

Probar la férmula recursiva:

Bo B, Bn1  [1sin=1
ol oy " +UM—D!_{O$n#1

Entonces By = 1. Calcular By, Bs, B3, By. Mostrar que B,, =0 si n es impar

. Mostrar que

i3

z _
zez2z +e

[

< (2n)!

n=

ol

2e3 —e”

Reemplazar z por 2mwiz y demostrar:

- (2m)2" 2
wzcotmz = Yy (=1)" Bo, ="
nZ:O (2n)!

. Expresar las series de potencias tan z, —— y zcos z en términos de los nimeros
sen z

de Bernoulli.



6.

Dados niimeros complejos ag, a1, w1, us se define a,, para n > 2 por:
Ap = ULAp—1 + U2Ap—2
Si se tiene una factorizacion
T? —u T —ug = (T — a)(T — B)

con a # (3, mostrar que los nimeros a,, estan dados por a, = Aa"+ BA" siendo
A, B numeros complejos adecuados. Hallar A, B en términos de ag, a1, o'y .

Considerar la serie de potencias
(o)
F(T)=> a,T"
n=0

Mostrar que esta serie representa una funcién racional, y dar su descomposicién

en fracciones simples.

Maés generalmente, sean aq,...,a,_1 nimeros complejos dados. Sean uq, ..., U,

numeros complejos tales que el polinomio
PT)=T — (T '+ +u,)
tiene raices distintas «q,...,a,. Se define a,, para n > r por
Ap = U1Ap—1 + ** + UpQp—yp
Mostrar que existen nimeros Aq,..., A, tales que para todo n

an =A107 + -+ Ara)

T

Criterio de Weierstrass
Sea X un espacio métrico y para cada n € IN sea u, : X — C una funcién tal

que |uy(x)] < M, paratodo z € X . Se tiene entonces la siguiente implicacién:
o0

oo
Si g M,, converge entonces E un(x) converge uniformemente en X .

n=1 n=1

Sean (An)n>1, (Un)n>1 dos sucesiones de nimeros complejos tales que (A, -

Un)n>1 converge, entonces

10



10.

11.

12.

13.

14.

Agvg + Z An-1) - vy, converge siy solo si ZA — VUp41) converge.
n=1
Criterio de Dirichlet

Si (an)n>1 es una sucesién decreciente de niimeros reales positivos que converge
n

D

k=1

a cero y existe M > 0 tal que < M para todo n € IN, entonces la serie

o0
E Gn - Zp coOnverge.

3

IIMw
N‘
N—

n n—1
(Sugerencia: E ap - 2 = E {(a/z€ — agt1)
k=1 k=1

Criterio de Bois-Reymond

oo

Si E a, convergey E —vn+1 converge absolutamente, entonces E Ay, * Up

n=1 n=1
converge.

Estudiar la convergencia de la serie cuyo término general es el siguiente:

) n+1 i) 1 iif) 1
i = ii = — iii = —
(i 2n +1 (i 2n (i vn
. 3n " 1 . 1
iv) a, = (2n " 1> V) a, = sen (ﬁ) vi) a, = log (1 + ﬁ)
!
vii) a, = (p>0)

Demostrar que si (a,)n>1 €s una sucesién de numeros reales positivos tal que

a
existe lim —t = L, entonces existe lim a, y esiguala L.

n—oo an n— oo

v
np(log(n))q

Demostrar que la serie de término general a, =

i) converge para todo ¢ >0 si p > 1.
ii) converge para ¢ >1y p=1.
iii) diverge para todo ¢ >0 si p<1.
iv) diverge para 0 <¢<1ly p=1.

11



15.

16.

17.

18.

Sea r > 0. Si el conjunto {n € IN/¥/a,, > r} es infinito entonces el radio de
o0

convergencia R de la serie g ay - 2" es 0o bien R<r~1

n=1
o
Probar que los conjuntos de convergencia de E ap - 2"y E Qmtn - 2 SON
n=1

iguales.

Calcular el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de potencias

y estudiar el comportamiento en el borde del disco de convergencia.

: (20" L, 2" 2"
i) ; A ii) nz::l T AT iii) 2
o] 0o 2 [e'e)
. n! " 2" . n2
iv) Z mz V) Z - vi) Zn!z
n=1 n=1 n=1
vii) Za"z” (a € C€) wviii) Za”Qz“ (a € C) ix) Z (—1;771”2”
n=1 n=1
! oo D" (z+2)"*!
X) 7;,2 xi) 7; m— xii) Z CESIET
(40" — (=D"n(z —i)"
xiii xiv XV senn
) Zl(n+1)(n—l—2) ) nzl An(n2 4+ 1)3 ) Z
. N 4nen .s o~ 3" e
xvi) 7; En xvii) 2 o xviii) nzl 3
L= (2222 4 1)
xix) nz:; -

Determinar el conjunto de convergencia absoluta de la siguientes series

: .- n,n n+1 se > 1
i) nz_:l(—l) 2"+ 2"t ii) ;m iii) ;W

1V Vv V1 —
—n+ |z n+ |z| —n?+|z|

(e ] n
.o € . z
vii E viii E —  ix g T
) —n+l ) (n+1)% ) —nyn+1

12



19.

20.

Hallar todos los niimeros complejos z, tales que la serie

f: n(lnn—-1)/ z—«
— n—2 1—az

v

converge, siendo o un ndimero complejo fijo con |a| < 1.

Mostrar que si el radio de convergencia de f(z

el de f(z Zannp 2" es también p.

13

Zan " es p > 0, entonces



ANALISIS COMPLEJO

Practica 3

. Sean f:C— R y g:R? — IR relacionadas por g(z,y) = f(z + iy).

i) Suponiendo que f es derivable en zy = a+1ib, probar que g es diferenciable
en (a,b). Calcular f'(z9) v Dg(a,b).

ii) (Es cierto que si g es diferenciable en (a,b) entonces f resulta derivable en
a+1b?

iii) Hallar todas las funciones f : C — IR derivables en todo punto.

. Sean f:C — Cy g:R?>— IR? relacionadas por f(z + iy) = u(z + iy) +i -
v(z+iy); g(x,y) = (u(x, y),v(a:,y)) . Supongamos que f es derivable en zj.

i) Calcular lim flzo + 1) = f(z0) y lim f(z0 +ih) — f(20)

h—0 h h—0 ih
heR heR

u 'y v. ;Que se deduce?

en términos de

0%u N Pu v N 0?v
ox?2  Oy? Y 9z2 oy?
iii) Si zp = a + ib, probar que g es diferenciable en (a,b). Calcular |f'(z)| v

ii) Suponiendo que u y v son C?, calcular

el jacobiano de Dg(a,b) en términos de u y v.

. Sea f:C — C definida por:

3 —y® +i(a + y3)
fla+iy) = 2+
0 si x4+1iy=0

si x+4+iy #0

Verificar que f es continua en 0 y cumple las condiciones de Cauchy-Riemann

pero no es derivable.

. Determinar los puntos donde f es derivable y donde es holomorfa.

T+ 1y .
) fz) = {x2+y2 sio2#0 i) f(z) = =
0 si z=0

iii) f(z) = 2% —y? — 2oy +i(2? — y* + 22y) iv) f(z) =2%+iy?

14



5. Analizar donde son holomorfas las siguientes funciones. Hallar f’(z) en cada

i) f(2) = e*(cosy + iseny) ii) f(2) = e ¥(cosx + isenz)
i) f(z) = 2% + i v) fz) = 2 .z
V) fle) = -2 Vi) fe) = IH

6. Sea 2 C C abierto conexo. Probar:
i) Si f y f son holomorfas en €2, entonces f es constante.
ii) Si f es holomorfaen Q y f'=0 en 2, entonces f es constante.

iii) Si f es holomorfa en Q y f' =g’ entonces f — g es constante.

7. Sea f:C — C holomorfa. Demostrar:
i) Re(f) =cte = f cte.
ii) Im(f) =cte = f cte.
iii) |f| =cte = f cte.

iv) arg(f) =cte = f cte.

8. Sea D un abierto simétrico respecto del eje real y f : D — € holomorfa. Probar

que la funcién g : D — € definida por g(z) = f(%) es holomorfa.

9. i) Sea L CIR? una recta. Probar que si g : C — C es holomorfa e I'm(g) C L

entonces g es constante.

ii) Sean g : C — C holomorfa y Ly, --,Ly rectas (en IR? o C). Probar que
si Im(g) C L1 ULy U---U Ly entonces g es constante.

10. Sea u:IR? — IR. Decimos que v es la conjugada arménica de u si f(z) = u+iv

es holomorfa.

2

i) Hallar la conjugada arménica de u(z,y) = 22 —y? y de u(z,y) = 2z(1 —y)

ii) Probar quesi v y ¥ son conjugadas arménicas de u, entonces v y ¢ difieren

en una constante.

15



iii) Probar que si v y v son mutuamente conjugadas arménicas; entonces son

constantes.
11. Sea V C IR? un abierto de IR? y u:V — IR una funcién C?. Probar que si u
. : - , . . 0%u  0%u
admite una conjugada armoénica entonces u es armonica, es decir, — + —5 =
ox2 = Oy?
0.
12. Regla de L’Hospital
Sean f, g funciones holomorfas en zy tales que f(z9) = g(z0) =0y ¢'(20) # 0.
Entonces: ,
i 1) _ 1120)
2=z g(z)  ¢'(%0)
(Sugerencia: f(z) = f(z0)+ f'(20) - (z—20) +1(2)(2 — 2p) donde lim n(z) =0).
zZ—Zz0
13. Calcular:
. y 20+1 i) 1 2?44
i im —— ii) lim
z—1 2:6 +1 z—21 222 + (3 — 4Z)Z — 61
i) im0 )2 iv)  lim o~
o T 2z +1 z—i 2%+ 222+ 1
z+1
14. Sea T'(z) =
ca T(z) z+2

i) Hallar las soluciones de la ecuacién T'(z) = z. Los puntos hallados se llaman

los puntos fijos de T'.

ii) Sea zy € C arbitrario, se define la sucesién z, = T(z,-1) para n > 0.
Verificar que, si z, converge, el posible limite es uno de los punto fijos de
T.

iii) Se llama circunferencia isométrica de T al conjunto Cr :={z € C/|T'(z)| =
1}. Verificar que si p,q € Cp entonces |T'(p)—T(q)| = [p—q|. i Que sucede

si [T(p)| y |T'(q)| son mayores (respectivamente menores) que 17

iv) Calcular T(Cr). Si R={z€ C/|T'(2)| <1} y S={z€ C/|T'(2)| > 1},
calcular T(R) y T(S5).

v) Ubicar los puntos fijos en R o S. Demostrar que la sucesién definida en ii)

converge y hallar su limite.

16



2 5)
vi) Si T(z) = i 5 ¢ Que sucede con la sucesion definida en ii)?
_Z —_—

15. Funcién exponencial

(o) Zn
Sea f(z) = Zﬂ y g(z) = €.
i) Verificar que f,¢g : € — € son funciones holomorfas con f'(z) = f(z)
y ¢'(2) = g(z). Demostrar que h(z) = % es constante y deducir que

f=g.

oo /
ii) Probar que e*1t* =¢e”-¢

iii) Verificar que e* # 0 paratodo z € Cy (e*) ! =e 2.
iv) Mostrar que e* tiene periodo 2mi.

v) Analizar la existencia de lim e*.
zZ— 00

16. Funciones trigonométricas
i) Calcular las derivadas de senz y cosz.
ii) Comprobar que cos?(z) +sen?(z) =1 y que €** = cosz + isen z
iii) Las funciones senz y cosz, jestan acotadas?
iv) Mostrar que senz y cosz tienen periodo 27.
17. Logaritmo
Definicion: Sea 2 abierto y conexo. Se dice que una funciéon continua f: Q2 — C
es una rama del logaritmo en € si se verifica e/(*) = z para todo z € Q.
i) Si 0 €, ;puede existir una rama del logaritmo en Q7

ii) Probar que si f y ¢ son dos ramas del logaritmo en €2, entonces existe

k € 7Z tal que f — g = 2kmi. Concluir que si existe zyp € Q tal que
f(z0) = g(z0), entonces f=g.
iii) Sean Q@ = C\R<o y f : @ — C definida por f(z) = In|z| + iarg(z).

Comprobar que si fijamos —7 < argz < m; entonces f es una rama del

logaritmo. Dicha rama se dice la rama principal del logaritmo.

iv) Sean f: Q' - Qy g:Q — C (2,0 C C abiertos) funciones continuas

tales que go f(z) = z para todo z € C. Probar que si g es holomorfa en

17



18.

19.

20.

Qy ¢ (2) # 0 para todo z € Q, entonces f también es holomorfa y vale

FE) =
9 (f(2))

v) Verificar que toda rama del logaritmo es holomorfa y calcular su derivada.

vi) Calcular: logi, log1, log(1+1i), e'°8t,

Si Q C € es abierto, llamamos rama raiz cuadrada de z, rama de /z, en Q a

toda funcién continua g : Q2 — € tal que (g(z))2 = z para todo z € 2.

i) Probar que si 2 = €\ IR>o, hay exactamente dos ramas de /z en (.

Definirlas.
ii) Probar que toda rama de /z es holomorfa.

iii) Si Q es conexoy f es unarama de /z en 2, entonces f y —f son todas

las ramas.

iv) Si existe una rama de /z en 2, entonces 0 & Q).

Sean ¢ :  — € una rama del logaritmo, b € C, a € Q. Definimos 2° = e%9(*)

y a® = ez 9(a)
i) ;Los valores de z° y a* estan bien definidos?

ii) Fijando una rama del logaritmo, demostrar que z® y a* son funciones holo-

morfas.
iii) Verificar que si b € Z, z° est4 bien definida y coincide con z-z---z.
—
b veces

iv) Calcular i* considerando la rama principal del logaritmo. Hallar los dem4s

valores considerando las restantes ramas. Idem para (—1)% y 1™,

v) Sean z € 0, a,b € C. Consideremos los conjuntos:
A={weC tales que w =2z} B={weCC tales que w=2z%2"}
C={weC tales que w= (za)b} D={weC tales que w=2z%"}

. Qué relacion hay entre ellos?

i) Sea Q@ ={z € C/|z|] < 1} y a = ki con k € IN. Probar que, para todo
k € IN, existe una rama holomorfa de (22 + 1)® definida en Q tal que
f(0) = 1. Calcular su derivada.

ii) ;Es cierto que (22 +1)* = ((22 + 1)1>k = ((z2 + 1)k>i?

18



21. Sea @ = C\R<y y n € IN. Hallar todas las funciones f : Q@ — C tales que

(f(z))n = 2z para todo z € . Determinar, para cada f, su imagen.

22. Hallar un abierto conexo 2 C C y dos funciones continuas distintas f,g: Q2 — C

2

tales que f2(z) = ¢g?(z) = 1—22. ;Son f y g holomorfas? ;Puede hallar Q

maximal?

19



ANALISIS COMPLEJO

Practica 4

. Calcular

f7 zdz para v :[0,27] — € ~(t) = e

[, 12lzdz para  v:

. Calcular fv(z —a)™dz si n es un entero distinto de -1y v : |z —a| =r.

. Sea v :1[0,1] — € una curva. Notamos por —v : [0,1] — € a la curva —y(t) =

+(1 — ). Probar que /_ ) f(2)dz = — L f(2)dz .

. Sea T : € — C definida por T(z) = az+ b con a # 0. Dadas una curva vy y
/ dz _/ dz
7z—c_ Toy 2 —T(c)
dz

. Sea v :[0,27] — C definida por ~v(t) = a + re**. Probar que i = 2mi para
todo b € B(a,r).

c & ~, probar que

. Sea 7, : [0,7] — C, dada por ~,(t) = re‘*. Probar que fv» %dz — 0 cuando

r— 0O0.

. Probar que si d(a,b) > r entonces f| dz. — ),

t—al|=r z—b

log(1 .
. Calcular / %dz siendo v : [0,27] — € la curva y(t) = 2¢™.
v (B3

z z
e —e . L
. Evaluar / ———dz siendo 7 alguna de las siguientes curvas:
z

v

20



10.

11.

12.

13.

14.

15.

dz )
5 » donde 7 es una curva difer-

Encontrar todos los posibles valores de / T2
z

.
enciable que no pasa por =+i.

Sea v la curva cuya imagen es la elipse 2—; + Zé—z = 1 parametrizada por (t) =
acost +ibsent con 0 <t <27.

d 27 dt 2
Calcular fv @ y deducir que / T
< 0

a?cos?t+ b2sen?t @b

Sean 7 : [a, f] — € una curva diferenciable a trozos y f : Imy — C una
f(w)
w—z
y g: C\Imy — C por g(z) = f7 ¢(w, z)dw. Probar que g es holomorfa y

g™ (z) = n!/ #dw.

funcién continua. Definimos ¢ : Imy x (C\ Imy) — C por ¢(w,z) =

Sean 2 C € un abierto y 7 : [a, 8] — C una curva cerrada diferenciable a
trozos. Sea ¢ : Imvy X {0 — C una funcién continua y g : 2 — C definida por
9(2) = [ plw, 2)dw.

Probar que:

i) g es continua.

ii) Si para todo w € Im, la funcién p(w,—) : 2 — € es holomorfa (es decir

Op(w, z)

dp(w,
————~ es continua), entonces g es holomorfa y ¢'(z) = / dplw, 2)
v

d
0z v

0z

Sea 7 : [a, ] — € una curva cerrada diferenciable a trozos. Para todo a € C\Im-y

se define el indice n(vy,a) de a con respecto a y por

( ) 1 / dz
a) = —
mys 2mi ), 2z —a

Demostrar que 7(vy,a) € Z.

Sea v una curva como en el ejercicio anterior.

i) Probar:
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16.

17.

18.

19.

20.

(a) n(v,a) = —n(—~,a) donde —v : [-(3,—a] — C se define por —(t) =

(b) n

ii) Sea 7 : [a, 8] — € una curva cerrada arbitrariay a € C\ Imy.
(a) Probar que existe una funcién continua p : [a, 8] — IR tal que y(t)—a =
Iv(t) — ale’™®) para todo t € [a, f].
S e define el indice 7(7y,a) de a respecto de la curva ~ por

_ 1(B) — pla)
(b) Probar que esta definicién no depende de 1.

(c) Probar que valen los items (a), (b) y (c¢) de i) y que cuando v es

diferenciable a trozos esta definicién coincide con la anterior.

Calcular "
/ —T—l) dz ’yk(t)=1+eikt con 0<t<2m
z
Yk
/ S(jézdz Vi (t) = e®t con 0<t<2rm
Yk

Sea f, : A— C. Si f, unif f en una curva v C A entonces fv fo(2)dz —

f, F(2)dz.

Sea A C C un abiertoy f,,f: A — C tales que f, unif f en B para todo
compacto B de A (notar que f,, puede no tender uniformemente a f en A).
Probar que si f, es holomorfa en A para todo n > ng, entonces f es holomorfa

en Ay f], it f' en B para cada compacto B de A.

+o0
Probar que f(z) = / e *"dt es una funcién holomorfa en R(z) > 0.
0

Probar que si f(z) es continua en el disco cerrado |z| < r y holomorfa en el

disco abierto |z| < r, se tiene

z) = L f(w) dw
f) = — /W:T

271 w— 2z
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para todo |z| <.

21. Sea Q=C\{a,b}, a# b,y sea v la curva en la siguiente figura:

i) Mostrar que n(vy,a) =n(y,b) =0.

ii) Convencerse de que v no es homotdpica a cero.

Definicién: Dado un abierto (2 C C, decimos que una curva ~ contenida en él es

homdloga a cero si n(y,w) =0 para todo w € C\ Q.

iii) Probar que v es homdloga a cero en (2.
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ANALISIS COMPLEJO

Practica 5

. Probar que si ) es simplemente conexo y f : 2 — C es holomorfa, entonces f

tiene una primitiva en 2. ;Es necesaria la hipotesis de simplemente conexo?

. Sea ) simplemente conexo y f : Q@ — € holomorfa tal que f(z) # 0 para
todo z € Q. Demostrar que existe una funcién holomorfa g : 2 — C tal
que f(z) = e9®). Si zp € Q y e = f(z) se puede elegir g de modo que

g(ZO) = wo -

i) Sea f :Q — C holomorfa, f # 0. Probar que para cada a € Q tal que
f(a) =0 existen n € IN y g : Q@ — € holomorfa con g(a) # 0 tales que
f(z) =(z—a)"g(z) para todo z € Q).

ii) Con las hipdtesis de i) verificar que el conjunto de ceros de f es discreto.

Deducir que en todo compacto de €2 f tiene sélo un niimero finito de ceros.

i) ;Existe f holomorfa en |z| <1 tal que f()= % para todo n € IN?

1y _ 1
2n+1) para

ii) ;Existe f holomorfa en un entorno de 0 tal que f (%) = f( ==

todo n € IN?.

iii) Idem ii) para f(+)=f(—+)=1.

. Sea f(z) =cos(1£2), |z| < 1. Verificar que los ceros de f son los puntos de la

nwt—2
nmw+2

de f tienen un punto de acumulacién. jEs f =0 en |z| < 17?7 ;Contradice esto

con n impar, que f es holomorfa en |z|] < 1 y que los ceros

forma z, =

algun resultado conocido?

. Sean f y g dos funciones holomorfas en un abierto conexo €2 del plano complejo,

no nulas en €2; si existe una sucesién (a,),>1 de puntos de € tales que

lim a, = a, a €, an # a para todo n € IN

n—oo

y ademas

= para todo n € IN,




10.

11.

12.

13.

14.

15.

probar que existe entonces una constante ¢ tal que f(z) =cg(z)en Q.

. Demostrar que si f y ¢ son holomorfasen Q y fg es holomorfa en €, entonces

g =0 o f es constante.

. Sea u:IR? — IR arménica no suryectiva.

i) Probar que u estd acotada superior o inferiormente.

ii) Probar que u es constante (por lo tanto, toda funcién arménica es constante

o suryectiva).

. Sea f entera y R un numero real positivo tal que |f(z)| < M|z|™ para todo z

tal que |z| > R. Probar que f es un polinomio de grado menor o igual que n.

Hallar todas las funciones enteras tales que | llim lf(2)]=5.

Z|—00
Sea f entera tal que existen nimeros complejos zg, z; IR-linealmente indepen-
dientes tales que f(z+20) = f(2) y f(z+ 2z1) = f(2) para todo z € C. Probar

que f es constante.

Formular y demostrar el “principio de médulo minimo” para funciones holomor-

fas.

Sean €2 C € conexo con 2 compactoy f : € — € holomorfa y no constante tal

que |f(2)| = cte para todo z € 9Q. Probar que existe z €  tal que f(z) =0.

Sea 2 un abierto acotado y conexo y consideremos n puntos P, Ps,..., P, en
el plano IR?. Probar que el producto PP;-...-PP, de las distancias de un punto
P, que recorre la adherencia €, a los puntos P, ..., P, alcanza su maximo en

un punto de la frontera de €2.

Sea f una funcién holomorfa en el disco |z| < 1 tal que |f(z)| < 1 en este disco;
si existen dos puntos a y b del disco distintos, tales que f(a) =a y f(b) =b,

entonces se tiene f(z) = z en el disco. (Sugerencia: Considerar la funcién

o(2) = % con h(z) = f(lzjaaz)

y usar el Lema de Schwarz).
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. Hallar el coeficiente de z en el desarrollo de Laurent de

ANALISIS COMPLEJO

Practica 6

1
. Sea f(z) = ; hallar el desarrollo en serie de Laurent de f en cada
z2(z—=1)(z—2)
uno de los siguientes anillos:
i) 0 < |2] <1 if) 1< |z2| <2 iii) |z > 2
iv) 1<|z—1] <2 v) [z—2|>1 vi) 0< [z -1 <1

e
> 1.
— en ||

. Sea A € C. Mostrar que
oo
1
G%A(ZJF%) =ag + E Ay (Zn + —n>
z
n=1

para 0 < |z| < oo, donde para n > 0

1 s
an = —/ e et cos nitdt
™ Jo
. Considere la serie de Laurent
1 1 1 z 2"

., Que tipo de singularidad tiene en 07

. Sea f(z) = Z ak(z—a)k vélido para r1 < |z —a| <ry con ro >r; > 0. ;Que
kEZZ
se puede decir del comportamiento de f en a si:
i) ar =0 para todo k < —ng con ng € IN.

ii) para todo k € Z( existe m < k tal que a,, # 0.

iii) ar =0 para todo k> ny > 0.
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6. Verificar que si f tiene una singularidad no evitable en z = ¢ y en z = 27,
entonces el desarrollo en serie de Laurent de f en 1 < |z] < 2 tiene infinitos

términos negativos e infinitos términos positivos no nulos.

7. i) Verificar que f tiene un cero de orden k en z = a sii %+ tiene un polo de

=

orden k en z =a.

ii) Si f tiene un cero (polo) de orden k en z=a y g tiene un cero (polo) de

!

orden k en z = a ;Que clase de singularidad tiene S oen z= a? (considere

todos los casos posibles).

8. Cada una de las siguientes funciones tiene una singularidad aislada en z = 0.
Determine su naturaleza; si es evitable defina f(0) de modo que resulte holomorfa

en z =0, si es un polo halle la parte singular.

. sen z . COS z cosz —1
) S = ) () = i) f(z) = <
1 1
iv) f(z) = ex v) f(z) = log(z+1) vi) f(z) = 1cos (1)
241 1
vid) f(2) = ﬁ vil) f(z) = ;== %) f(z) = zsen(})
9. Sea f(z) = az:zn ——:-.-.-‘:lilzz:bzo . Probar que oo es alo sumo una singularidad
aislada. Clasificarla de acuerdo con el grado de los polinomios.
10. i) Pruebe que una funcién entera tiene una singularidad evitable en oo sii es

constante.

ii) Pruebe que una funcién entera tiene un polo de orden n en oo sii es un

polinomio de grado n.

11. Hallar todas las funciones f : € — C enteras y biyectivas.

12. Clasificar las singularidades de las siguientes funciones en C. En el caso de ceros
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o polos determinar el orden.

1) f(Z) = (EZ—Z# ii) f(z) = cos ze_z%

1 1 ) 25

iif) f(Z):Z3+722+Z+5+zez iv) f(z) = T

v)  f(2) = (sen Ziz)_1 vi) f(z) = er=

vi) () = Tooa viii) f(z) =senl 4+ %
1

ix) /() B cosz—1

13. i) Si zp es una singularidad esencial de f y un polo de g, decidir que tipo de

singularidad tienen f-g y g en zg.
ii) Probar que una singularidad aislada de f no puede ser un polo de e/ (2) .
14. Sea ) un abierto de € que contiene a 0. Probar que no existe una funcién
continua f : © — € tal que (f(z))n = z para todo z € . (sugerencia:

Probar que una tal f restringida a Q\ {0} debe ser holomorfa, deducir que f

es holomorfa en  y estudiar la multiplicidad de 0 como cero de f)

Residuos

15. Calcular los residuos de f en cada una de sus singularidades aisladas y en oo

i) f(z):m i) f(z):%senz
iii) f(z) = 2° cos% iv) f(z) = 1641/;

16. i) Sea a un polo de orden m de f y sea g(z) = (2 —a)™.f(z), entonces
R -
es(fa) =
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ii) Deduzca que si a es un polo simple de f entonces

Res(f,a) = lim(z — a)f(2)

z—a

17. Sea f una funcién meromorfa en un abierto conexo €.

i) Si f tiene un polo de orden m en a € € su derivada logaritmica tiene en

¢l un polo simple, siendo Res (fT/’ a) =—-m.

ii) Si f tiene un cero de orden m en (3 € €2, su derivada logaritmica tiene en

él un polo simple, siendo Res (fT/, ﬁ) =m.
iii) Si f tiene un polo simple en a y ¢ es holomorfa en a probar que

Res(f "9, CL) = Res(f, CL) ’ g(a’)

18. Calcular los siguientes residuos:

z 23

en z=0,1 i) ) en z = 0o

i) (z—1)2z

“* : . e*
en z = Ti iv) —— en z = 0,—1,00

(1+2)z

i)

19. Sea C' la circunferencia |z| = 2 recorrida en el sentido positivo. Calcular
z 1+ senz dz
. . d
i) /C 24+ 1 if) /C senz iif) /C (z+1)4(22—-9)(z — 4)

1
20. Sea Q = C\ [~1,1]. Se define en  la funcién f(z) = 22 log <i1> tomando
Z j—
para el logaritmo la determinacién que es real cuando z es real y mayor que 1.

i) Calcular Res(f,o0).
ii) Calcular [, f(z)dz siendo C': |z| =2 recorrida en sentido positivo.
21. Sea f: € — C holomorfa salvo en los polos simples ai,...,a,. Si g: Q2 — C es
holomorfa, entonces

= / F(2)g(z)dz = " n(y, ax)glar) Res(f, ax)
i k=1
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22.

23.

24.

25.

26.

para toda curva y que no pasa por ai,...,a, y tal que n(v,w) = 0 para todo

w ¢ Q.

Sea f meromorfa en ) con ceros zi,...,z, y polos pi,...,p, contados con
su multiplicidad. Si g es holomorfa en €2 y 7 es una curva cerrada tal que
n(y,z) = 0 para todo z € Q, y que no pasa por ningtin cero ni ningin polo,

probar que

QLM. LQ(Z) J;/((ZZ)) dz = ;g(zi)n(% 2) — Zg(pj)n(%pj)

Jj=1

Sea f holomorfa en Bg(a) e inyectiva en Bgr(a). Si G = f(Bgr(a)) y 7 :

|z —a| = R, probar que f~! estd definida en G y para cada w € G se tiene
_ 1 2f'(z)
1
=— | ———d
NG ZWi[Yf(z)—w ®

Sea f entera y < una curva como en la figura

/
Si / z - J; ((Z)) dz = 0 probar que f no se anula en el interior de ~.
z
.
Sea f meromorfa en C tal que f(z+3i) = f(2) y f(z+1) = f(2) para todo
z € C. Demostrar que si f no tiene polos ni ceros en v, entonces la cantidad
de ceros de f en v esigual a la cantidad de polos de f en 7 (contados con su

multiplicidad), siendo v la curva:

Sea f una funcién par y doblemente peridédica en C (i.e. existen wp,ws € C

tales que wi,we #0, 2L Ry f(z+w1) = f(2) v f(z+w2) = f(2)).
Demostrar que si a es cero de f y a =2w; 0 a = 2wy ; entonces el orden

de a como cero es mayor o igual que 2.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

i) Demostrar que la funcién w cotg(mwz) tiene un polo simple con residuo 1 en

cada entero. Esto mismo es cierto para la funcién

—~ ——— == lim
z = en? n—oo £~ z—n

Demostrar que ambas funciones son periédicas ( f(z + 1) = f(z)) y que su
diferencia es una funcién entera acotada.

Concluir que
oo

1 2
" + Z anQ = 7 cotg(mz)

n=1
. 1 — 1 — 1
ii) Sumar las series E — E — Y E —
n n n
n=1 n=1 n=1
Consideremos la ecuacién 2° + 15z +1 = 0.
i) Probar que tiene una tnica raiz en |z| < 3.
ii) ;Hay alguna raiz en |z| > 27

Probar que la ecuacién z"e“ % =1 (a > 1), tiene exactamente n raices en
|z| < 1.

Pruebe que la funcién f(z) = 22° 4+ 7z — 1 tiene una raiz real positiva en |z| < 1

y que el resto de las raices estdn en 1 < |z| < 2.

Sea f holomorfa alrededor de zy. Probar que f es inyectiva en algiin entorno
de zp siysolosi f'(z9) #0.

Sea f holomorfa y no constante en A := {|z| < r} tal que f(0) = 0. Probar
que existe un entorno {2 de 0 contenido en A y g : 2 — C holomorfa e inyectiva
tal que g(Q) = {|z| < s} para algin s y f(2) = g(2)™*®0) para todo z € Q.

Calculo de integrales reales mediante el Teorema de los Residuos

33.

i) Sea R(x,y) una funcién racional con coeficientes reales sin polos en la cir-

cunferencia unidad. Probar que

/sz( nt,cost)dt =2r » R LN PR Ty P
; sen t, cos =27 eSz?izz’2zz

|z |<1
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34.

35.

ii)

Calcular

27
dt
rEE— eR,a®>1
@ [ S @ema>)

sent

(b) /%L (0<b<a)
(a + bcost)?

COSQt
dt R,a® <1
(c) / 1 —2acost + a? (a € R,a” < 1)

Sea R : C — C. una funcién racional con coeficientes reales y sin polos

reales. Supongamos que ‘ 1|im zR(z) = 0. Demostrar que
Z|— 00

/OO R(z)dx = 2mi Z Res R(z)

— 00

con la suma extendida a los polos de R situados en el semiplano superior

Imz>0.

Calcular

(a) / Z %de

(b) /_ O; xfij_ldx

(©) /OOO ﬁdm

Sea f una funcién holomorfa en un entorno del semiplano Imz > 0, salvo
en un numero finito de puntos ninguno de los cuales esta sobre el eje real.
Supongamos que f verifica | l‘im |If(z)|=0

Z|— 00

Im z>0

Entonces

v.p. /OO f(z)e™dr = lim /T f(z)e™dr = 2mi Z Res(f(2)e'*, z1,)

ii)

r—-+oo _r
Im zp>0

Calcular

COS T
(a)/ S
ISGH[L‘
b
(b) / 2+1
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36.

37.

38.

* zcosx
D. —d
@ vo [,

Sea f como en i) del ejercicio anterior pero supongamos que ahora tiene un

polo simple en el origen. Probar que

-6 00
}i_r}ré < - f(m)emdx—i—/é f(x)emdx) =

>0

= 2mi Z Res (f(2)e”?) + miRes (f(2)e*,0)

Im2z>0

Probar que

y deducir que

Sea R una funcién racional con coeficientes reales sin polos sobre el semieje

)

donde la rama elegida de z“ es la obtenida tomando el argumento de z en
(0,2m).

real positivo. Supongamos que lim R(z) = 0. Probar que
zZ— 00

(1—e ™) /;OO BT 9ri ™ Res (R(j)

T z

Calcular

+o0 d
/ L.
o z*(l+uw)
para 0 < a < 1

Inx

———=dx converge y
z? + a?

o0
Para a € IR, a # 0, probar que la integral /
0

calcularla integrando en la curva:



parar — 0y R— 0.

+oo ax

1+ e”

dx integrando en

39. Calcular /

— 00

40. Probar que las siguientes integrales convergen y calcularlas integrando en la curva:

(a) /O L
(b) /OOO x?’é/fx
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