ANALISIS COMPLEJO
Segundo Cuatrimestre 2003

Practica 3

. Hallar los términos de orden < 3 en las series de potencias:

. .. ... e7—1
i) e?senz ii) (senz)(cos z) iii)
z

.. ¥ —cosz 1 .. COSZ
iv) ———— V) vi)

z cos z sen 2z
vii) 212 viii)

COS Z sen z

. Sea f(z) =), apz™. Se define f(—z):= > an(—2)" =

D n an(=1)

nzn

. Se

dice que f(z) es par (impar) si a, = 0 para todo n impar (par). Mostrar que

f esparsii f(—z) = f(z) y f esimparsii f(—z) = —f(2).

. Se definen los nimeros de Bernoulli B,, por la serie de potencias:

Probar la férmula recursiva:

Bo+ By T Bn1 [1sin=1
n!0!  (n—1)1! (n—1)! |0 sin#l
Entonces By = 1. Calcular By, By, B3, By.
Mostrar que B,, =0 si n es impar # 1.
. Mostrar que
peit et s B
2e7 —e73 = (2n)!
Reemplazar z por 2miz y demostrar:
oo
(2m)*" 2
mzcotmz =Y (—1)" Ba, 2"
7;) (2n)! 77"



5. Sea la sucesiéon (llamada de Fibonacci) definida recursivamente por ag = 0,

a1 =1y,8in>2, a,=0a,_1+0y_2.

n

. (o)) . .,
i) Probar que )~ anz" representa, en un entorno del origen, a una funcién

racional R(z).

ii) Descomponiendo R(z) en fracciones simples y usando la suma de la serie

geométrica, desarrollar R(z) en serie de potencias en un entorno del origen.

iii) Comparando las dos series se obtiene una férmula cerrada para la sucesién

de Fibonacci.

6. Criterio de Weierstrass
Sea X un espacio métrico y para cada n € IN sea u, : X — C una funcién tal

que |u,(x)| < M, para todo z € X . Se tiene entonces la siguiente implicacion:

oo oo
Si E M,, converge entonces E un(z) converge uniformemente en X .

7. Sean (Ap)n>0, (Un)n>0 sucesiones de nimeros complejos tales que (A, - vy )n>0
converge, entonces

oo o0
Agvg + Z(An — A, _1) v, converge siy solo si ZA" - (vp, — Upy1) converge.
n=1

n=0

8. Criterio de Dedekind

Sean (@n)n>1 ¥ (Un)n>1 sucesiones de nimeros complejos tales que la sumas
o0

oo
parciales de Zan estdn acotadas, limwv, =0y Z(vn—vn+1) es absolutamente

convergente.
oo

Entonces E an - Up converge.
n=1
(Sugerencia: usar el ejercicio anterior).

9. Criterio de Dirichlet

Si (rn)n>1 es una sucesiéon decreciente de nimeros reales positivos que converge

n
D

k=1

a cero y existe M > 0 tal que < M para todo n € IN, entonces la serie

oo

E Ty - Zp cONVerge.

n=1

(Sugerencia: usar criterio de Dedekind.)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Criterio de Bois-Reymond

oo oo o0
Si E a,, converge y E (vp, —vpy1) converge absolutamente, entonces E Ay, - Uy,
n=1 n=1 n=1
converge.

Estudiar la convergencia de la serie cuyo término general es el siguiente:

i) n+1 i) 1 i) 1
1) Gp = 5 —— 1) a, = — 11) a, = —
"o2n+1 " 2n "oy
3n \" 1 1
iv) a, = <2nil> V) a, = sen (ﬁ) vi) an:10g<1+g>
npl
vil) a, = 25 (p>0)

Demostrar que si (ay,),>1 €s una sucesién de nimeros reales positivos tal que
41 ~

existe lim = L, entonces existe lim V/a, y esiguala L.
n—00 Ay, n— oo

1

Demostrar que la serie de término general a, = —————%
n? (log(n))

i) converge para todo ¢ >0 si p > 1.
ii) converge para ¢ > 1y p=1.
iii) diverge para todo ¢ >0 si p < 1.

iv) diverge para 0 <¢<1ly p=1.

Sea r > 0. Si el conjunto {n € IN/ ¥a,, > r} es infinito entonces el radio de
oo

convergencia R de la serie E ap-2z" es 0o bien R<r~t.

n=1
oo (o.@)
Probar que los conjuntos de convergencia de E ay - 2"y E man * 2" son
n=1 n=1

iguales.

Calcular el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de potencias

y estudiar el comportamiento en el borde del disco de convergencia.
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x xi xii z
s Y e X
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oo oo oo
4n n n nz
xvi) Z 5i xvii) e xviii) Z enz
n=1 n=1 n=1

17. Determinar el conjunto de convergencia absoluta de la siguientes series

. +1 .o .o
l) Z(—l)nzn + Zn ll) Z m lll) Z W
n=1 n=1 n=1
oo o0 oo
. 1 (=)™ . 1
iv) ;m 2] v) Z i Y nzln2+ 2]

> inz 27rznz

vii) Z ne+ N viii) Z
n=1
oo n
1 z+1
X) Z n23n <Z— 1>
n=1
18 . Hallar todos los nimeros complejos z, tales que la serie

I =

n=1

converge, siendo « un nimero complejo fijo con || < 1.

19. Mostrar que si el radio de convergencia de f(z Zanz" es p > 0, entonces

el de f(z Zannp es también p.



