
AN�ALISIS COMPLEJO

Segundo Cuatrimestre 2003

Pr�actica 3

1 . Hallar los t�erminos de orden � 3 en las series de potencias:

i) ez sen z ii) (sen z)(cos z) iii)
ez � 1

z

iv)
ez � cos z

z
v)

1

cos z
vi)

cos z

sen z

vii)
sen z

cos z
viii)

ez

sen z

2 . Sea f(z) =
P

n anz
n . Se de�ne f(�z) :=

P
n an(�z)n =

P
n an(�1)nzn . Se

dice que f(z) es par (impar) si an = 0 para todo n impar (par). Mostrar que

f es par sii f(�z) = f(z) y f es impar sii f(�z) = �f(z) .

3 . Se de�nen los n�umeros de Bernoulli Bn por la serie de potencias:

z

ez � 1
=
1X
n=0

Bn

n!
zn

Probar la f�ormula recursiva:

B0

n!0!
+

B1

(n� 1)!1!
+ � � �+ Bn�1

1!(n� 1)!
=

�
1 si n = 1
0 si n 6= 1

Entonces B0 = 1 . Calcular B1; B2; B3; B4 .

Mostrar queBn = 0 si n es impar 6= 1 .

4 . Mostrar que

z

2

e
z

2 + e�
z

2

e
z

2 � e�
z

2

=
1X
n=0

B2n

(2n)!
z2n

Reemplazar z por 2�iz y demostrar:

�z cot�z =
1X
n=0

(�1)n (2�)
2n

(2n)!
B2nz

2n
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5 . Sea la sucesi�on (llamada de Fibonacci) de�nida recursivamente por a0 = 0 ,

a1 = 1 y, si n � 2; an = an�1 + an�2 .

i) Probar que
P1

n=0 anz
n representa, en un entorno del origen, a una funci�on

racional R(z) .

ii) Descomponiendo R(z) en fracciones simples y usando la suma de la serie

geom�etrica, desarrollar R(z) en serie de potencias en un entorno del origen.

iii) Comparando las dos series se obtiene una f�ormula cerrada para la sucesi�on

de Fibonacci.

6 . Criterio de Weierstrass

Sea X un espacio m�etrico y para cada n 2 IN sea un : X ! C una funci�on tal

que jun(x)j �Mn para todo x 2 X . Se tiene entonces la siguiente implicaci�on:

Si
1X
n=1

Mn converge entonces
1X
n=1

un(x) converge uniformemente en X .

7 . Sean (An)n�0 , (vn)n�0 sucesiones de n�umeros complejos tales que (An � vn)n�0
converge, entonces

A0v0 +
1X
n=1

(An �An�1) � vn converge si y solo si
1X
n=0

An � (vn � vn+1) converge.

8 . Criterio de Dedekind

Sean (an)n�1 y (vn)n�1 sucesiones de n�umeros complejos tales que la sumas

parciales de
1X
n=1

an est�an acotadas, lim vn = 0 y
1X
n=1

(vn�vn+1) es absolutamente

convergente.

Entonces
1X
n=1

an � vn converge.

(Sugerencia: usar el ejercicio anterior).

9 . Criterio de Dirichlet

Si (rn)n�1 es una sucesi�on decreciente de n�umeros reales positivos que converge

a cero y existe M > 0 tal que

����
nX

k=1

zk

���� �M para todo n 2 IN , entonces la serie

1X
n=1

rn � zn converge.

(Sugerencia: usar criterio de Dedekind.)
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10 . Criterio de Bois-Reymond

Si
1X
n=1

an converge y
1X
n=1

(vn�vn+1) converge absolutamente, entonces
1X
n=1

an �vn
converge.

11 . Estudiar la convergencia de la serie cuyo t�ermino general es el siguiente:

i) an =
n+ 1

2n+ 1
ii) an =

1

2n
iii) an =

1p
n

iv) an =

�
3n

2n+ 1

�n

v) an = sen
� 1

n2

�
vi) an = log

�
1 +

1

n

�

vii) an =
�nn!

nn
(� > 0)

12 . Demostrar que si (an)n�1 es una sucesi�on de n�umeros reales positivos tal que

existe lim
n!1

an+1
an

= L , entonces existe lim
n!1

n
p
an y es igual a L .

13 . Demostrar que la serie de t�ermino general an =
1

np
�
log(n)

�q
i) converge para todo q > 0 si p > 1 .

ii) converge para q > 1 y p = 1 .

iii) diverge para todo q > 0 si p < 1 .

iv) diverge para 0 < q � 1 y p = 1 .

14 . Sea r > 0 . Si el conjunto fn 2 IN= n
p
an > rg es in�nito entonces el radio de

convergencia R de la serie
1X
n=1

an � zn es 0 o bien R � r�1 .

15 . Probar que los conjuntos de convergencia de
1X
n=1

an � zn y
1X
n=1

am+n � zn son

iguales.

16 . Calcular el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de potencias

y estudiar el comportamiento en el borde del disco de convergencia.
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i)
1X
n=1

(1 + 2i)n

nn
zn ii)

1X
n=1

zn

1 + (1 + i)n
iii)

1X
n=1

zn

nn

iv)
1X
n=1

n!

(2� i)n2
zn v)

1X
n=1

zn
2

2n
vi)

1X
n=1

n!zn
2

vii)
1X
n=1

anzn (a 2 C ) viii)
1X
n=1

an
2

zn (a 2 C) ix)
1X
n=1

(1 + 2i)n

nn
zn

x)
1X
n=1

n2(z4 + 2z2 + 1)n

7n
xi)

1X
n=1

(z + 2)n+1

(n+ 1)34n
xii)

1X
n=1

zn!

xiii)
1X
n=1

(z + i)n

(n+ 1)(n+ 2)
xiv)

1X
n=1

(�1)nn(z � i)n

4n(n2 + 1)
5

2

xv)
1X
n=1

(senn)zn

xvi)
1X
n=1

4nzn

5n
xvii)

1X
n=1

3n

nzn
xviii)

1X
n=1

enz

n2

17 . Determinar el conjunto de convergencia absoluta de la siguientes series

i)
1X
n=1

(�1)nzn + zn+1 ii)
1X
n=1

1

(z2 + 1)n
iii)

1X
n=1

1

(n+ 1)zn

iv)
1X
n=1

1

n+ jzj v)
1X
n=1

(�1)n
n+ jzj vi)

1X
n=1

1

n2 + jzj

vii)
1X
n=1

einz

n+ 1
viii)

1X
n=1

e2�inz

(n+ 1)
3

2

ix)
1X
n=1

zn

n
p
n+ 1

x)
1X
n=1

1

n23n

�
z + 1

z � 1

�n

18 . Hallar todos los n�umeros complejos z , tales que la serie
1X
n=1

n(lnn� 1)

(n� 2)2

�
z � �

1� �z

�n

converge, siendo � un n�umero complejo �jo con j�j < 1 .

19 . Mostrar que si el radio de convergencia de f(z) =
1X
n=0

anz
n es � > 0 , entonces

el de f(z) =
1X
n=0

ann
pzn es tambi�en � .
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