ANALISIS COMPLEJO
Sequndo Cuatrimestre 200

Practica 1

Niumeros Complejos - Plano Complejo

1. Exprese los siguientes nimeros complejos de la forma a + ib donde a y b son

numeros reales.

D (-1 4+ 301 H) (4 0)G-D(i+3) i) zfz
iv) 1:—i V) (32_4_222) vi) (1 +4)100

vii) (140)" + (1 — )"

2. Sean z y w dos nimeros complejos. Muestre que
i) Z=zsiysolosi z € R

i) zftw=z4+w

iii) zzw=z-w
iv) Re(z)zz+z
2
z—Z
I =
v) Im(z) 57

3. Pruebe que si zp € C es raiz de ap, X" + ap_1 X" ' +--- 4+ a9 = 0, entonces
Zo € C esrafz de @, X" +@p 1 X" 14 4+dy=0.
Deducir que si P(X) es un polinomio con coeficientes reales y zy € C es raiz de

P(X), entonces Z, € C también lo es.

4. Sea | z |= V2Z para cada z € C. Probar que

i) Si z=a+bi, |z|=+Va?+b?



.o z V4
i) |zowi=lz ] wly |2 = 12
wl ]

w |
iii) —[z[<Re(z)<[z]y —|z|<Im(z) <| 2]
iv) |z4+wl|?=|z 2+ |w|®+2Re(z - w)
v) |z—w =z ]2+ | wl|? —2Re(z - w)
vi) |z+w|2+|z—w|2:2(|z|2—|—|w|2)
vii) |zt w <]z |+ |w)|

vill) |[z|—|w|| <24 w]
5. Probar que d: € x C— IR definida por d(z,w) =| z — w | es una métrica.

6. Sea a =a+bi, z=x+1iy ysea ¢ > 0. Transforme la condicién | z—a |= ¢ en
una ecuacion que involucre solo a z,¥y,a,b y c; describir que figura geométrica

representa esta ecuacion.

7. Describir geométricamente los siguientes subconjuntos de C:

i) |z—i+3|=5 i) |z—i+3|<5  iii) Re(z) >0

oo

i) Pasar de la forma x + iy a la forma polar

(a) 1+iVv2 (b) —5i (c) -3
ii) Pasar de la forma polar a la forma z + iy

(a) 3eiT (b) e~im (c) mei%

9. Dibuje todos los complejos de la forma 2™ =1 para n =2,3,4,5.

10. Sea n € Ny a € €\ {0}. Muestre que hay n complejos distintos tales que

n

T =Q.

Definicién: et = e% . (cosb + isenb)



11. i) Describa los z tales que e* = 1.
ii) Si e* =eY, entonces hay un k € Z tal que z = w + 2kmi

iii) Sean w,a € C tales que e® = w. Describa los z tales que e* = w.

12. Sea 6 € IR. Muestre que

i 4 o—ib eif _ p—if
i) cos=—— ; senff=———
2 27
ii) Generalizando las igualdades del item anterior se define para z € C,
eiz + e—iz eiz _ e—iz
cosz=———— y senz= — - Mostrar que los tinicos valores
1

de z para los cuales cosz =0 y senz = 0 son los valores reales usuales.

n+1l _
13. Sea z # 1. Probar que 142z+---+2" = 2—1 y calcular 14+cos 6+ - -4cosnf
para 0 < 60 < 27.
Sucesiones
14. i) Probar quesi lim z, = z entonces lim |z,| = |z|.
n—oo n—oo

ii) Dar un ejemplo donde no valga la reciproca.

iii) ;Cuando vale la reciproca?
15. Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

i) nin ii) n(lgl)n iif) (—(_1);+1)n

sen (5t
iv) cos(nm) + ZM

n2

16. i) Sea ae€C, |a|<1. jCudlesel lim a"?. Demuéstrelo.

ii) Idem para | o[> 1.

iii) Si |a|<1, pruebe que lim (14+a+---+a") =

n—oo 1 -«

17. Para | z |[# 1 mostrar que el siguiente limite existe

. 2" —1
0=t (557)

3




18.

19.

. Es posible definir f(z) para |z |=1 tal que f resulte continua?

z?’b
i Para que nimeros z € C estd definida f(z) = lim ( " 1) ?
n—oo \ 2
Probar que si |z| > 2, la sucesién definida por: 29 = z, 21 = 22 +2, y en general

Zp41 = sz + 2 para todo n > 1 verifica lim z, = oco.

n—oo

Plano Complejo ampliado - Esfera de Riemann

20.

~

Sean € = CU {00} y S C IR? la esfera de radio 1 y centro en (0,0,0). Sea
N = (0,0,1) € S definimos la proyeccién estereografica 6 : S — € haciendo
O(N) = oo y dado P € S\ {N}, 0(P) = a+ib sii (a,b,0) es el punto de
interseccién de la recta NP C IR® con el plano z3 = 0.

T1 +1x2

i) Probar que 0(x1,z2,x3) = 1

si (w1,72,23) # N .

ii) Probar que 6 es una biyeccién y su inversa estd dada por

(2) = <2Re(z) 2Im(z) 2> — 1>
RN e R 1k

para z € C.
iii) Calcular ¢(Im(z) =0) y ¢(Re(z) =0).

iv) Sea d la distancia en € inducida por la distancia de IR® via 6, es decir,
si z, 2/ € €, definimos d(z,7) = d(p(z),p(z")) donde d es la distancia

euclidea.
(a) Verificar que d es una métrica en C.

(b) Probar que la métrica usual en € es equivalente a la inducida en €
por d (probar, por ejemplo, que (C,d) y (C,dysuqr) tienen las mismas
sucesiones convergentes).

_ 2w —

(c) Verificar que d(z,w) = |ul] d :

L+ [zPP)2 (1 + |w[?)?
1
—— 5 para z € C.
(1 + )3

(d) Probar que (C,d) es un espacio métrico compacto (y por lo tanto com-

para z,w € Cy d(z,00) =

pleto).



21. Sea C una circunferencia contenida en S y sea 7 el un tinico plano en IR3 tal
que NS = C'. Mostrar que si C' pasa por N entonces su proyeccion en C es

una recta. En caso contrario, se proyecta sobre una circunferencia.

Homografias

az+b
cz+d

Definicién: Una homografia es una funcién T : € — € del tipo T(z) =
donde ad —bec # 0.

22. Probar que el conjunto H de las homografias es un grupo bajo la composicién.

23. Sean zs, z3, 24 puntos distintos de C. Probar que existe una unica homografia T’
tal que T'(z2) =0, T'(23) =1 y T(24) = c0. Deducir que dados puntos distintos
wao, w3, wy de C hay una tnica homografia que aplica zo en wy, 23 en w3 y 24

en wy .

az+b

+d

24. Demostrar que una homografia T'(z) = aplica IR en IR siy solo si se

puede escribir con coeficientes reales.

Definicién: Dados z1, 22, 23,24 puntos distintos de (IA], definimos la razén doble
21 —R2 23— %4
. . Observar que (21, 22, 23, 24) €s
Z1 — R4 R3 — 29
la imagen de z; bajo la homografia T tal que T'(z2) =0, T'(23) =1y T(24) = 00

(21722723724) por (21722723724) -

25. i) Probar que si T' € H entonces (T'(z1),T(22),T(23),T(24)) = (21, 22, 23, 24)
ii) Demostrar que z1, 22, 23, 24 yacen en una circunferencia si y solo si

(Z17227Z37Z4) cR.

Definicién: Sea C' una circunferencia de C y 29, 23, 24 puntos de C'. Dos puntos z

y z* son simétricos respecto de C' sii (z, 29, 23, 24) = (2%, 29, 23, 24) .
26. i) Probar que la definicién anterior no depende de los punto elegidos 2o, 23, 24
sino de C'.

ii) Probar que cada punto z € C tiene un solo punto z* simétrico respecto de

C'. A la aplicacién que a cada z € C le asigna su simétrico respecto de C' se
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27.

28.

29.

30.

la llama simetria respecto de C'. Probar que para cada homografia T' que

aplica IR en C', la funcion
ToT-1: @ — @

es la simetria respecto de C'.

iii) Interpretar geométricamente la nocién de simetria en el caso en que C es

una recta.
iv) Probar que si S es una homografia y z,z* son simétricos respecto de una

circunferencia C', entonces S(z) y S(z*) son simétricos respecto de S(C).

Probar que el simétrico del centro de una circunferencia C (respecto a C') es
00.
Hallar homografias que transformen
i) los puntos 0,7, —i en 1,—1,0.
ii) la circunferencia |2 =2 en |+ 1| =1 y ademds —2 en O y O en .
iii) el disco |z] < R en si mismo y ademds « en 0 (|a| < R).

iv) El semiplano superior Im(z) >0 en |z2|] <1y « en 0 (donde Im(a) > 0).

Sea S(z) = Zi—i Sea z1 =1y z, = 85(z,_1) para n > 2. Pruebe que lim z,
z n—oo
ist igual & ——(1+1). (sug: T(w) = " donde w = §(2).)
existe y es igual a — 7). (sug: T(w) = nde w = S(z).
Y 8 \/§ 8 w—i—ﬂ
z4+2 .
Sea S(z) = 1 z # —1 y definamos zg =i, 2, = S(2,—1) para todo n € IN.
z

i) Probar que Rez, > 0 para todo n € IN.
ii) Probar que la sucesién (z,)n>1 es acotada.

iii) Probar que z, — v/2.



