ANALISIS COMPLEJO
Sequndo Cuatrimestre 200

Practica 3

. Hallar los términos de orden < 3 en las siguientes series de potencias cuando sea

posible:
. . L ef—1
i) e*senz ii) (sen z)(cos z) iii)
z

., € —cosz 1 ., COSZ
iv) ——— V) vi)

z Ccos z sen z

.., senz e
vii) viii)
oS z sen z

. Sea f(z) = >, an2". Se define f(—z):= > an(—2)" =, an(=1)"2". Se
dice que f(z) es par (impar) si a, = 0 para todo n impar (par). Mostrar que

f esparsii f(—z) = f(z) y f esimpar sii f(—z) = —f(z).

. Se definen los niimeros de Bernoulli B,, por la serie de potencias:

o0
e —1 n!
n=0

Probar la férmula recursiva:

BQ+ B1 NI Bn—l _ 1Sl7’l,:].
nl0!  (n—1)!! 1(n —1)! 0 sin#1
Entonces By = 1. Calcular By, By, B3, B,
Mostrar que B,, =0 si n es impar # 1.
. Mostrar que
zei 4e” 3 >, B, om
Tz _—z — z
2ez —e”2 = (2n)!
Reemplazar z por 2miz y demostrar:
oo
o' 2n
Tz cotwE = ;(—1)” ((272)' B 22"



5. Sea la sucesién (llamada de Fibonacci) definida recursivamente por ag = 0,

ap=1y,sin>2 a,=an-1+ay_2.

i) Probar que Y 7, a,z" representa, en un entorno del origen, a una funcién

racional R(z).

ii) Descomponiendo R(z) en fracciones simples y usando la suma de la serie

geométrica, desarrollar R(z) en serie de potencias en un entorno del origen.

iii) Comparando las dos series se obtiene una férmula cerrada para la sucesién

de Fibonacci.

6. Criterio de Weierstrass
Sea X un espacio métrico y para cada n € IN sea u, : X — C una funcién tal

que |un(z)| < M, para todo x € X . Se tiene entonces la siguiente implicacion:

o0 o
Si E M,, converge entonces E un(x) converge uniformemente en X .

7. Sean (Ap)n>0, (VUn)n>0 sucesiones de nimeros complejos tales que (A, - vp)n>0

converge, entonces

o [oe)
Agvg + Z(An — A,_1) - v, converge siy solo si ZA” - (vp, — Vpy1) converge.
n=1

n=0

8. Criterio de Dedekind

Sean (an)p>1 ¥ (vn)n>1 sucesiones de nimeros complejos tales que la sumas

o0 o0
parciales de E a, estan acotadas, limv, =0y E (Up,—Vpy1) es absolutamente
n=1 n=1
convergente.
o0
Entonces E an - U, cONverge.
n=1

(Sugerencia: usar el ejercicio anterior).

9. Criterio de Dirichlet

Si (rn)n>1 es una sucesién decreciente de niimeros reales positivos que converge

n
D

k=1

a cero y existe M > 0 tal que < M para todo n € IN, entonces la serie

oo

g Ty - Zp CONVErge.

n=1

(Sugerencia: usar criterio de Dedekind.)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Criterio de Bois-Reymond

o0 o0 (e @]
Si E a, convergey E (vp, —Up41) converge absolutamente, entonces E Qp " Un
n=1 n=1 n=1
converge.

Estudiar la convergencia de la serie cuyo término general es el siguiente:

. n+1 .. 1 1
i) n =57 ii) an =5 iii) an:%

3n. \" 1 1
iv) a, = <2nj—1) V) a, = sen <§) vi) anzlog(lﬁ—E)

!

. p"n!
vi) an = 25 (5> 0)

Demostrar que si (a,)n>1 €s una sucesién de ntimeros reales positivos tal que

. . An+1 . . .
existe lim —&% = £, entonces existe lim ¥a, y esigual a L.
n—0o0 QA n— oo
. L. 1
Demostrar que la serie de término general a, = ———5, n > 2,
np ( log(n))

i) converge para todo ¢ >0 si p > 1.
ii) converge para ¢ >1y p=1.
iii) diverge para todo ¢ >0 si p < 1.

iv) diverge para 0 <¢<1ly p=1.

Sea r > 0. Si el conjunto {n € IN/ {/|a,| > r} es infinito entonces el radio de
o0

convergencia R de la serie g ay - 2" es 0 obien R<r 1.

n=1

o

Para m € IN fijo, probar que los conjuntos de convergencia de E an - 2"y
n=1

oo

n .
E Qmtn - 2" son iguales.
n=1

Hallar el conjunto de convergencia de las siguientes series (para aquellas que son
series de potencias, calcular el radio de convergencia y estudiar el comportamiento

en el borde del disco de convergencia):
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. (1 +20) n .. z z
i) 2:: if) nz::l T ) L
o'e) 0 n? e’}
iv) Z V) Z—n vi) Zn!z"2
n=1 n=1 n=1
S L (1420)"
s n_m c C) viii n? n c0)j n
vii) Za 2" (a ) viii) nzla 2" (a ) ix) ;—n” z

X) Z (=4 +22 +1)" xi) —< +2)" xii) Zz“!

xiii) Z (= +Z xiv) Z (=1)"n(z - ?n XV) Z(senn)z"

n+2) n=1 4n(n2 + 1)2
4m e n X nz
xvi) Z 5i xvii) o xviii) Z 22
n=1 n=1 n=1

17. Determinar el conjunto de convergencia absoluta de la siguientes series

- P — 1 R 1
i) 2((—1) 242" 2—(22+1)n iii) Zl—(n+1)z"
. =1 = (=1 = 1
M2 g Y Xaam W L

o inz

e e > z"
vii) > vil) Y ———  ix) Y ———
—ontl —nyn+1
=1 [z+1\"
0 Y ()
n=1

18. Hallar todos los nimeros complejos z, tales que la serie

f: n(lnn—-1)/ z—« "
n—2 1—az

converge, siendo « un nimero complejo fijo con |a| < 1.
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19.

20.

21.

22.

23.

o0
Mostrar que si el radio de convergencia de f(z) = Zanz" es p > 0, entonces
n=0
o
el de f(z) = Zannpz” es también p.
n=0

Funcién Exponencial

oo n

z
Sea f(z) = Zﬁ y g(z) =€
i) Verificar que f,g : C — C son funciones holomorfas con f'(z) = f(z) y
g’ (z) = g(2). Demostrar que h(z) = % es constante y deducir que f =g.

’

Y

ii) Probar que et = e%e
iii) Verificar que e* # 0 paratodo 2 € Cy (e*) ! =e"%.
iv) Mostrar que e* tiene periodo 2mi.

v) Analizar la existencia de lim e*.
zZ— 00

Funciones Trigonométricas

i) Calcular las derivadas de senz y cosz.

ii) Comprobar que cos?(z) +sen?(z) = 1 y que €** = cosz +isenz.
iii) Las funciones senz y cosz, jestdn acotadas?
iv) Mostrar que senz y cosz tienen periodo 27.

v) Probar que cosz y senz son funciones suryectivas de € en C.
Funcién Raiz Cuadrada

Si © C €* es abierto, llamamos rama de raiz cuadrada de z, rama de /z, en

toda funcién continua g : Q — € tal que (g(z))? = z para todo z € Q.

i) Probar que si © = C\IR>(, hay exactamente dos ramas de /z en (.

Definirlas.
ii) Probar que toda rama de /z es holomorfa.
iii) Si ©Q es conexoy f es unarama de /z en 2, entonces f y —f son todas

las ramas.

Funcion Logaritmo



Si Q C € es abierto, llamamos rama del logaritmo de z, rama de logz, en )

a toda funcién continua g : Q — € tal que e9?) = z para todo z € Q.

i) Sea U C C* un abierto conexo y g1,g2 : U — C dos ramas de logaritmo
de z en U. Siexiste zp € U tal que g1(z0) = g2(20), probar que g;1(z) =
92(2)Vz € U.

ii) Calcular todos los posibles logaritmos de i, —1, 1414 y el°8?.

24. Sean ¢ : Q) — € una rama del logaritmo, b € €, a € Q. Definimos 2’ = e®9(?)
y a® = ez 9(a)

i) ;Los valores de 2° y a® estdn bien definidos?

ii) Fijando una rama del logaritmo, demostrar que 2® y a* son funciones holo-

morfas.

iii) Verificar que si b € Z, 2% esta bien definida y coincide con z-z---z.
—
b veces
iv) Calcular i* considerando la rama principal del logaritmo. Hallas los demds

valores considerando las restantes ramas. Idem para (—1)% y 1™,

v) Sean z € Q, a,b € C. ;Qué relacién hay entre 29t y 292 ? ; Qué relacién

hay entre 2% y (2%)°? ;Y si se sabe que b € Z?

25. Sea Q={z€C/|z|] <1} y a=ki,con ke IN.

i) Probar que, para todo k € IN, existe una rama holomorfa de (2% + 1)
definida en Q tal que f(0) = 1. Calcular su derivada.

ii) ;Es cierto que (2% +1)* = ((2* + 1)z)k = ((=*+ 1)k)i?



