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ANALISIS COMPLEJO

Practica N°3.

1. Estudiar la convergencia de la serie cuyo término general es el siguiente:

i) an,= 27;;11, (i) an = 575, (iii) a, = \/nlﬁ,
(iv) a, =log (1+ 1), (V) a, =sen ().

2. Demostrar que la serie de término general a, = m, n > 2,
(a) convergesiqg>0yp>1, (b) convergesig>1yp=1,
(c) divergesiqg>0sip<1, (d) divergesi0<g¢<lyp=1.

3. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencia:
. 1 .. 1+27)™ 1 2
) X0 e () X W () ()

(iv) 220:1 4n22n7 (v) 220:1 Qann27 (vi) 220:1 :—LG

4. Criterio de Weierstrass. Sea X un espacio métrico y para cada n € N sea
ty : X — C una funcién tal que [u,(z)| < M, para todo z € X. Demostrar que

o0 e, 9]
E M,, converge =— g un(x) converge uniformemente en X.
n=1 n=1

5. Sean (an)n>0, (Zn)n>o0 sucesiones de nimeros complejos tales que (a,Z,)n>0 con-
verge. Demostrar que

oo oo
Z(an — Apy1) 2y, CcONverge < Z an(Z, — Z,_1) converge.
n=0 n=1

6. Sean (a,)n>1 Y (2n)n>1 sucesiones de nimeros complejos.

(a) Criterio de Dedekind. Demostrar que si lima, = 0, >~ (a, — ap+1)
converge absolutamente y las sumas parciales de > - | z, estdn acotadas (es
decir, existe M € R tal que |ZZ:1 zn‘ < M para todo k£ € N) entonces
Yo | anzy, converge.

(b) Criterio de Bois-Reymond. Demostrar que si Y~ (a, — an41) converge
absolutamente y » >° , z, converge, entonces » .~ a,z, converge.

(Sugerencia: usar el ejercicio anterior.)

7. Criterio de Dirichlet. Sea (7,),>; una sucesién decreciente de nimeros reales po-
sitivos tal que limr, = 0y (2,),>1 una sucesion de niimeros complejos. Demostrar
. . o ’ . o]
que si las sumas parciales de )~ | z, estdn acotadas, entonces la serie > > | 7,2,
converge. (Sugerencia: usar el criterio de Dedekind.)



8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hallar el radio de convergencia de las siguientes series y estudiar el comportamiento
en el borde del disco de convergencia:

1) Xl (i) >an \/W (i) >y /nTic
(iv) Do, 52" v)  Xon (n+12) 2 (vi) X2

(vil) >0 Wz", (viil) 2% nlz™, (ix) >0 2"

< () i, G,

n=1 n

X) y.oo senn 2"

. Hallar los valores de z para los cuales las siguientes series resultan convergentes:

. 0o z4i)" . [e's) 00 -1
(i) anl (nJ(r1)(7)L+2)a (ii) anl _nﬁ|z‘7 (iii) Zn:l (n+\)z| )
. 00 n2z2n fe's) n . 00 en?
(1V> Zn:l T (V) Zn:l 7*?77 (Vl) ZTLZI n2

i) T, i) T E(E) ) T A (E2)" fol < 1

Para m € N fijo, probar que los conjuntos de convergencia de las series > 7 | a,z"
Y D02 U2 son iguales.

Probar que si el radio de convergencia de >~ a,z" es p > 0, entonces el de
Yoo a,n*z" es también p para todo k € N.

Hallar los términos de orden < 3 en el desarrollo en serie de potencias de las si-
guientes funciones:

z

-1

(i) e®senz, (ii) sen zcos z, (iii) ¢ o
. e* —cosz 1 . senz

(iv) z ’ (v) cos 2’ (vi) cosz

Para n € N, hallar el desarrollo en serie de potencias de la funcion f,(z) = ( 1

1+2)7°
(Sugerencia: f, = ((;12?)_!1 Fh )y

Sea f(z) = ), a,2" una serie de potencias con radio de convergencia p > 0. Se
dice que f(z) es par (impar) si a,, = 0 para todo n impar (par). Mostrar que

e f esparsii f(—z) = f(2) para todo z con |z| < p,

e f esimpar sii f(—z) = —f(z) para todo z con |z| < p.

La sucesion de Fibonacci se define recursivamente por a9 = 0, a; = 1y a, =
Qpn_1+ ap_9 para n > 2.

(a) Probar que R(z) = >~ a,z" converge en un entorno del origen, y la funcién
R(z) es una funcion racional. Hallar una férmula explicita para R(z).

(b) Descomponiendo R(z) en fracciones simples y usando la suma de la serie
geométrica, obtener un nuevo desarrollo de R(z) en serie de potencias.

(c) Comparar ambos desarrollos y obtener una férmula cerrada para el n-ésimo
término de la sucesién de Fibonacci.



