ANALISIS COMPLEJO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2007

PRrRACTICA 1

1. Expresar los siguientes niimeros complejos en la forma a + bi, con a,b € R:

i) (@+1)@E-1)(+3) (i) (3 —2i)? (i) —
(iv) 4 (v) 3 (vi) (1+74)'%0

(vii) (1+4)% + (1 —14)%

2. Sean z y w dos nimeros complejos. Demostrar que:

[SERN

(a) Z=zsiysolosizeR (b) zFw=z+4+w (¢) zw=zw
) z

(d) Re(z) =2 (e) Im(z)=

27

3. Probar que si z € C es raiz de ap, X" + ap_1 X" ' + - + ag, entonces Z es raiz de
an X" 4+ 8p1 X"+ +@g. Deducir que si P(X) es un polinomio con coeficientes
reales y z € C es raiz de P(X), entonces z también lo es.

4. Hallar todas las soluciones en C de la ecuacién iz? + (3 — i)z — (1 + 2i) = 0.

5. Dado z € C, se define |z| = v/2Z. Probar que:
a) si z = a+ bi, entonces |z| = va? + b2,

_ Izl
b) |z.w| = |z|.

fwl’

¢) —lzl < Re(z) < |z] y =z < Im(z) <2,

d) |z 4 w)? =22 + |w]? + 2Re(z.w) vy |z — w|? = |22 + |w|? — 2Re(z.W),
e) |z +wl + |z — wl = 2(|21* + Jwl?),

f)

Interpretar geométricamente el item e), conocido como “Ley del paralelogramo”.

2+ wl <[zl +wly [z —w| = [2] = [w].

6. Probar que d : C x C — R definida por d(z,w) = |z — w| es una métrica.

7. Sean @ = a+bi € Cy ¢ € Ryg. Para z = x + yi, transformar la condicién |z —a| = ¢
en una ecuacién que involucre sélo a x,¥y,a,b y ¢; describir qué figura geométrica
representa esta ecuacion.

8. Describir geométricamente los siguientes subconjuntos de C.

() |z—i+3=5 (i) |z—i+3/<5
(i) Re(2z+3) >0 (iv) Re((1+2i)z) =0

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y EXPONENCIAL

Definicién: Dado z = a + bi € C, se define e* = e® - (cosb + i senb).



9. a) Demostrar que para todo z,w € C vale e¥T* = e¢¥e?.
b) Describir los z tales que e* = 1.
¢) Demostrar que si e* = e" entonces existe k € Z tal que z = w + 2kmi.
d) Probar que para todo z € C vale € = €2,
10. a) Pasar de la forma binomial a la forma polar:

(i) 1+ (ii)) —bi (iii) —3
b) Pasar de la forma polar a la forma binomial:
(i) 3e'% (i) e~ (iii) we 5

11.  a) Paran =2,3,4,5, dibujar todos los niimeros complejos z tales que 2" = 1.

b) Sean € Ny a € C\{0}. Mostrar que hay n nimeros complejos distintos tales
que 2" = a.

12. Sea f: C — C, f(z) =e*.

a) Mostrar que f tiene periodo 27i.

S

Hallar la imagen por f del conjunto {z € C | 0 < Im(z) < 27}.

o

)
)
) Hallar la imagen por f del primer cuadrante.
)

d) Describir geométricamente la imagen por f de la recta {t + it | t € R}.

etf 6

13.  a) Sea 6 € R. Mostrar que cosf = W y senf = &=

Definicion: Generalizando estas igualdades, se define para z € C,

€’LZ + e*ZZ e’LZ _ e*’LZ
cosz=—— y senz=-——#H—
21

b) Comprobar que para todo z € C,
cos?(z) +sen’(2) =1 y €% =cosz+isenz.

¢) Mostrar que sen z y cos z tienen periodo 2.

d) Mostrar que los tnicos valores de z para los cuales cosz = 0 y senz = 0 son
los valores reales usuales.

e) Probar que para todo z € C, cos(z) = cos(z) y sen(z) = sen(z)
14. Hallar todos los z € C tales que cosz € R y los z € C tales que sen z € R.

15. a) Probar que cos z y sen z son funciones suryectivas de C en C.

b) Hallar todas las soluciones de la ecuacion cos z = %



16.

17.

18.

Sean a,b,b’ € R. Probar que si |b] < [b/|, entonces | cos(a + bi)| < |cos(a + b'3)| y
|sen(a + bi)| < |sen(a + b'i)|.

Zn+l

Sea z # 1. Probar que 1+ 2+ -4+ 2" = z—l_l' Para 0 < 0 < 2w, dar una férmula
para la suma 1 + cosf + - - - + cos nf.

Demostrar que para todo par de niimeros reales positivos a, b vale la siguiente iden-
tidad.

1 b 1
arctan <a n b) -+ arctan (m) = arctan <a>

SUCESIONES

19.

20.

21.

22.

Sean (zp)ney C Cy z € C.

a) Probar que

lim 2z, =2 < ( lim Re(z,) =Re(z) y lim Im(z,) = Im(z)).
n—oo n—oo n—oo

b) Probar que si lim,,_,o 2z, = z entonces lim, . |2,| = |z|.

¢) Dar un ejemplo donde no valga la reciproca.

a) Sea a € C, |a| < 1. {Cuénto vale lim "7 Repetir para |a| > 1.

n—oo

1
b) Si|a| < 1, probar que lim (1+a+ -+ a") = .
n—00 l-«

Calcular, en caso de que existan, los limites de las siguientes sucesiones:

(i)

(iv) ()" (v) na?mth

S|=

()", (i) ()", (i) cos(nm) + 152,
(1)

Se define el conjunto de Mandelbrot como el conjunto M de los nimeros complejos
c tales que la sucesién definida de manera recursiva del siguiente modo:

2
20 = C  Zntl = 2 +c

resulta acotada. Demostrar que M C {|z| < 2}.

PLANO COMPLEJO AMPLIADO - ESFERA DE RIEMANN

23.

Sean C = C U {oo} v S? la esfera en R3 de radio 1y centro en (0,0,0). Sea N =
(0,0,1) € S. Definimos la proyeccién estereogréfica 6 : S? — C haciendo §(N) = oo
y dado P € S\ {N}, 0(P) = a+ibsii (a,b,0) es el punto de interseccién de la recta
NP C R? con el plano z3 = 0.

a) Probar que 6(z1,z9,23) = % si (x1,x9,23) # N.



24.

25.

b) Probar que # es una biyeccién y su inversa ¢ estd dada por

(2) = <2Re(z) 2Im(z) |z|? — 1)
NI+ 227 14 22 1+ 22 )

¢) Calcular ¢(Re(z) =0) y ¢(Im(z) = 0).

Sea d la diftancia en C inducida por la distancia de R? via 6, es decir, si z, 2’ € @,
definimos d(z, 2’) = d(¢(2), ¢(2')) donde d es la distancia euclidea.

a) Verificar que d es una métrica en C. Probar que, restringida a C, d resulta
equivalente a la métrica usual.
2lw—z|

(1+]2[2)2 (1+]w]2)2

2
.
(1+=[2)2

b) Para z,w € C, verificar que d(z,w) = y d(z,00) =

c¢) Probar que (@,E) es un espacio métrico compacto (y por lo tanto completo).

Sea C una circunferencia contenida en S. Mostrar que si C' pasa por N entonces su
proyeccién en C es una recta, y si C' no pasa por N entonces su proyecciéon es una
circunferencia.

HOMOGRAFIAS

26.

27.

28.

29.

30.

Definicion: Una homografia es una funcién T : C — C del tipo T'(z) = gjj_‘g donde
ad — be # 0.

Probar que el conjunto H de las homografias es un grupo bajo la composicién.

Sean zo, z3, z4 puntos distintos de C. Probar que existe una unica homografia T
tal que T'(z2) = 0, T(z3) = 1y T(z4) = oo. Deducir que dados puntos distintos
wo, w3, w4 de C hay una tnica homografia que aplica z9 en wo, 23 en w3 y z4 en wy.
a) Hallar homografias que transformen
1) los puntos 0,4, —i en 0, 1, 00;
2) los puntos 0,7,—i en 1, —1,0.
b) Probar que la imagen de la circunferencia de centro 0 y radio 1 por la primer

homograffa del item anterior es la recta {Re(z) = 1}.

Para a € C tal que |a| # 1, demostrar que la homografia

Zz—

T(z)= %
(2) —az+1
transforma a la circunferencia {|z| = 1} en si misma y a « en 0.

Sean A, B € C?*? matrices no singulares que respresentan las homografias T} y T
respectivamente.

a) (Qué homografia representa la matriz AB?

4



31.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

b) ;Qué homografia representa la matriz A=1?
¢) {Qué homografias representan las matrices diagonales?
d) {Cuéando dos matrices distintas representan la misma homografia?

az+b
cz+d

Demostrar que una homografia T'(z) = aplica R en R si y sélo si se puede

escribir con coeficientes reales.
Definicion: Dados z1, 29, 23, 24 puntos distintos de C, definimos su razén doble

(21, 22, 23, 24) PO
21 — k2 23 — 24

(21, 22,23, 24) = .
21— 24 23— 22

Observar que (21, 22, 23, z4) es la imagen de z; bajo la homografia T tal que T'(z2) =
0, T(z3) =1y T(24) = 0.
a) Probar que si T € H entonces (T(21), T (22), T(23), T(24)) = (21, 22, 23, 24).

b) Demostrar que zi, 29, 23,24 estdn en una recta o circunferencia si y sélo si
(21, 29,23, 24) e R.
Definicién: Sea C una recta o circunferencia de C y zo,23,2z4 puntos de C. Dos
puntos z y z* se dicen simétricos respecto de C' sii (z, 22, 23, 24) = (2%, 22, 23, 24).
a) Probar que la definicién anterior no depende de los punto elegidos zs, 23, 24
sino de C.

b) Probar que cada punto z € C tiene un solo punto 2* simétrico respecto de C'.
A la aplicacién que a cada z € C le asigna su simétrico respecto de C se la
llama simetria respecto de C. Probar que para cada homografia T que aplica
R en C, la funcién

ToT-1: C—-C
es la simetria respecto de C.

c¢) Probar que si S es una homografia y z, z* son simétricos respecto de una recta

o circunferencia C, entonces S(z) y S(z*) son simétricos respecto de S(C).

Probar que el simétrico del centro de una circunferencia C' (respecto a C) es oc.

Probar que en caso en que C sea una recta, esta nueva nocién de simetria coincide
con la simetria usual.

Dados tres puntos distintos z1, 22 v 23 en C, demostrar que existe una tnica recta o
circunferencia que pasa por z; y hace que z9 y z3 sean simétricos.

Hallar homografias que transformen

a) la circunferencia |z| =2 en |2+ 1| =1y ademds —2 en 0 y 0 en 3;

b) el semiplano superior Im(z) > 0 en |z| <1y a en 0 (donde Im(a) > 0).

Sea S(z) = ZZQJZFE’L Sean z1 =1y 2z, = S(2z,—1) para n > 2. Hallar lim, . 2.




