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1. Sea f : C — C una funcién meromorfa con polos simples y residuos ente-
ros. Entonces existe una funcién meromorfa ¢ : C — C tal que f = g'/g.

Solucién. Supongamos que A = {a; : i € I'} es el conjunto de polos de f y, para cada i € I, sea m;
el residuo de f en a;. El conjunto A es discreto, asi que del teorema de Weierstral sabemos que
sabemos que existen polinomios p; € C[z], para cada i € I, de manera que los productos

gz) =1 (1 _ i)em(Z) y  h@=T] (1 _ i)epf(Z)

i€l
m;>0 m;<0

convergen normalmente en C \ A a funciones enteras, y alli es
'(z m; W (z m;
LT (Eh0) v 8- L (@),

8(z) icl \Z & e \E =0
m;>0 m;<0

con las series normalmente convergentes en C \ A a funciones meromorfas. La diferencia

g 1)

8(z)  h(z)
es una funcién meromorfa con polos a lo sumo simples contenidos en A. Como claramente el
residuo de f en cada elemento de A es nulo, de hecho 7 es una funcién entera. Sea R una primitiva

de r, de manera que R’ = 7, y sea k(z) = eR(®), de manera que k'(z)/k(z) = r(z). Entonces si
ponemos w(z) = g(z)k(z)/h(z), se trata de una funcién meromorfa y

g W) K@ _w(z)
8(z)  h(z)  k(z)  w(z)’

|

f= +

2. (a) Sin € N, entonces la ecuacion
e* = 37"

tiene exactamente 7 raices distintas en By (0).
(b) Determine la cantidad de raices que el polinomio z° + iz3 — 4z + i tiene
en el conjunto {z € C:1 < |z| < 2}.

Solucién. (a) Sea f(z) = e* —3z".Si|z| =1, es
(€% — 32") — (—=32")| = |e*| = eRe®) <e < 3 =|-32"|,

asi que f y 32" tienen la misma cantidad de ceros en B;(0). Si zg € B1(0) es uno de los ceros de f,
de manera que e*0 = 3zj, es claro que zg # 0 y entonces

f'(z0) = €% —3nzl ! =3z —3nzll 1 =328 (z9 — 1) £0.
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Esto nos dice que zg es un cero simple y prueba que f tiene n ceros distintos en Bj (0).
(b) Llamemos f al polinomio y sea g el polinomio —4z +i. Si |z| = 1 entonces

f(2) —8(2)] = |2° +i2°| <2 <3 < 4Jz] -1 < 3(2)].

Luego f y g tienen la misma cantidad de raices en B;(0), a saber, una, y f no se anula sobre
9B1(0). Por otro lado, si |z| =2 es

|f(z) —2°| = |iz® — 4z +i| < |iz®| + 4|z| +1=17 < 32 = |29,

de manera que f y z° tienen la misma cantidad de raices en B,(0) y que f no se anula sobre 8B, (0).
Concluimos de esta forma que f tiene cuatro raices en el anillo {z € C: 1 < |z| < 2}. |

3. Calcule el valor principal de la integral
' xsin7x
——————dx.
[z T2x 5

Solucién. Sea f : C — C la funcién tal que f(z) = Sea R > 0y sea Cg la curva que se

z
obtiene concatenando el segmento [—R, R] con g : t € [0, 7t] — Re' € C. La funcién f(z)e'™ es
meromorfa con polos simples en —1 + 2i, y es inmediato ver que

) ) 1 i
res(f(z)e™, —142i) = [ —= — 1) e2m,
2 4
El teorema de los residuos nos dice entonces que

[ @z | Feemdz= (% - i) e 2, "

Si R > 1, es |[Re' f(Re'')| < 1, asi que

f(2)e™ dz
TR

T i 5 it : T, it T
= ’/ f(Relt)eane iRelt dt‘ S / |emRe |dt — / efrrRsentdt
0 0 b

y, como sent = sen(7w — ) si t € [0, 1], esta tltima integral vale 2 fon/z e 7Rsent dt Ta funcién
te0,m/2] — e 7Rsent ¢ R og estrictamente decreciente, asi que su méximo en [0,1/ \/ﬁ] esly
en [1/v/R, /2] es e ™Rsen1/R Entonces

/”/2 efnRsentdt — /Uﬁe—nRsentdt 4 /71’/2 e—nRsentdt
0 0 J1/VR

< /‘1/\/E dt+/n/2e‘”R5e"1/ﬁdt
—Jo 1/R

_ 1 _‘_efnRsenl/\/E

VR

y esta dltima expresion tiende a 0 cuando R — oo, ya que Rsen1/ VR ~ +/R. Concluimos asi que
IfMR—co va f(z)e™ dz = 0y, entonces, de (1), que

R—o00

V. p. /j;f(z)e“TZ dz = lim /j{f(z)e“TZ dz = (% = i) e 2%,

Finalmente, tenemos que

®  xsin7x _ R it _ o
v.p.ﬁwmdx—lm (V'p’/,Rf(Z)e dz | = —me "

4. Sea f : B1(0) — C una funcién holomorfa y supongamos que existe
r € (0,1) tal que la restriccion fly de fa A ={z € C:r < |z] < 1} es
inyectiva. Entonces f es inyectiva.
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Solucién. Basta mostrar que f posee a lo sumo un cero en By (0) simple.

Como f tiene a lo sumo un cero en A, porque f|, es inyectiva, y un ntimero finito de ceros
en B,(0), tiene un ntimero 7 finito de ceros en By (0) y, en particular, existe s € (r,1) tal que todos
los ceros de f estdn en B;(0) y

1 f'(z) 1 dz
= = dz = =3 == 10 7
" omi /aBsw) f&) 7 2mi /f(aBs<0)) z = [fem0)

con 7y una parametrizacién de dB;(0). Como Bs(0) C Ay f|4 es inyectiva, la curva f o7 es simple.
Luego su indice con respecto a 0 es un elemento de {0, £1}.

5. (a) Sea f : C — C una funcién entera que no es constante y sea ¢ > 0.
SiA;={z€C:|f(z)] <c}yB.={z€C:|f(z)| <c}, entonces B, es
la clausura de A..
(b) Si p € C[z] un polinomio no constante y ¢ > 0, entonces cada compo-
nente conexa del abierto {z € C: |p(z)| < c} contiene una raiz de p.

Solucion. (a) Es claro que A. C B; y que B es cerrado, asi que A C B..

Sea zp € B. y supongamos que zg ¢ A, de manera que existe ¢ > 0 tal que
Be(z0) N Ac = {zo}. Entonces si z € By»(z0) es |f(z)] > ¢ > 0, y vemos que f no se anu-
la en B,/>(z0) y que alcanza su minimo en el centro de este disco. Asi, f debe ser constante,
contradiciendo a la hipétesis. Esto prueba que debe ser zy € A. y, en definitiva, que B, C A,.

(b) Sea Q) una componente conexta del abierto {z € C: [p(z)| < c}. Como lim|;|_o|p(z)| = oo,

el conjunto Q es acotado. Por otro lado, si z € O\ Q, entonces |p(z)] = c. En efec-
to, en ese caso existen dos sucesiones (un)y>1 ¥ (0n)n>1 tales que u, € Q, v, € C\Q
y limy—co Uy = lim, 0 vy = z, y entonces

¢ lim |p(ua)| = |p()] = lim |p(on)] = c,
de manera que |p(z)| = ¢, como queriamos.
Del principio de maximo sabemos que
|p(z)| < csize Q. (2)

Supongamos, para llegar a un absurdo, que p no se anula en Q. Entonces 1/p es una funcién
continua en ) y holomorfa en ), y su médulo en 0Q) es 1/c¢. Del principio de maximo, otra vez,
vemos que

[1/p(z)| < 1/c para todo z € Q. 3)

De (2) y (3) vemos que |p| es constante en Q) y el principio de maximo, una vez mas, nos permite
concluir que p es constante. Esto es absurdo. |

6. Sea f una funcién holomorfa en C — {—1,2} que tiene en —1 un polo simple
y en 2 un polo doble. Supongamos ademés que

(i) res(f,—1) =1yres(f,2) =2

(i) f(0)=Fy f(1) =3
Determinar f y calcular su desarrollo en serie de Laurent en potencias de z en
la corona 1 < |z] < 2y el residuo de f en co.

Solucién. Como f es meromorfa con un nimero finito de polos en C, se trata de una funcién
racional, digamos f = p/q con p, g € C[z]. Como o no es uno de sus polos, degp < degg. Del
teorema de Mittag-Leffler sabemos que existen polinomios #, v € C[z], un nimero « € C\ {0} y
una funcién entera ¢ tal que

10 = (37 —40)) + (ap + 723 —@) +
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Como f es acotada en oo, la funcién ¢(z) — u(z) — v(z) también lo es, y como es entera, es
constante. Luego vemos que, en definitiva, existe 8 € C tal que
1 [i%

2

f& =1+ z=p

Evaluando esto es 0 y en 1, podemos determinar « y 8 usando la condicién (ii).

O % %
0.0 0’0 0‘0
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