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ANALISIS COMPLEJO

Practica N°6.

1. Sea f(z) = m Hallar el desarrollo en serie de Laurent de f en cada uno de

los siguientes anillos:

i) 0<|z <1, (i) 1< |z| <2, (iii) 2 <|z|,
(iv) 0<]z—1|<1, (v) 1<|z—1], (vi) 1<|z—2|<2.
2. Hallar el coeficiente de z en el desarrollo de Laurent de -5 en {|z] > 1}.

3. Sea A € C. Mostrar que si 0 < |z| < oo,

donde para n >0, a, = 71—rf07r ereost cos(nt) dt.

4. Determinar qué tipo de singularidad tiene cada una de las siguientes funciones f(z)
en 0. Cuando sea evitable, definir f(0) de modo que f resulte holomorfa en 0.
Cuando sea un polo, determinar su orden y hallar la parte singular.

i) fz) == () fle) = e, (i) f(z) = o=,
(v) f(z)=e, (V) f(e) = lemetn, (i) f(z)=Leos (1),
(i) f(z) = 225 (vit) f(z) = 1L

5. (Es 0 una singularidad esencial de la funcion que define la siguiente serie de Laurent?
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6. Sea f holomorfa en C\ {7, 2i}. Demostrar que si f tiene una singularidad no evitable
en z =iy en z = 2i, entonces el desarrollo en serie de Laurent de f en {1 < |z] < 2}
tiene infinitos términos negativos e infinitos términos positivos no nulos.
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(b) Si 2z es un cero (polo) de orden k de f y un cero (polo) de orden k de g, {que

clase de singularidad de 5 es zg?

7. (a) Probar que zy es un cero de orden k de f sii es un polo de orden k de

(c) Si zp es una singularidad esencial de f y un polo de g, decidir que tipo de
singularidad tienen fg y % en zy.

8. Sea 2y una singularidad evitable, polo o singularidad esencial de la funcién f. De-
terminar en cada caso qué tipo de singularidad tiene la funcién e/ en z.

_ amz2™+-taiz+ag ; ; i
9. Sea f(z) = o De acuerdo con el grado de los polinomios, decidir que

tipo de singularidad tiene f en oo.
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Clasificar las singularidades de las siguientes funciones en C y determinar el orden
de sus polos.

i)  flz) =2, (i)  f(z) = cos(z)e =2, (iii) f(2) = =5 + ze2,
(iv) 1) =i () f)=sen(d)”, (i) f() = e,
(vil) f(z) = S50 (viil) f(z) = ==

Sea f una funcién entera. Probar que:

(a) f tiene una singularidad evitable en oo sii f es constante,

(b) f tiene un polo de orden n en oo sii es f un polinomio de grado n.
Hallar todas las funciones enteras y biyectivas.

Calcular los residuos de f en cada una de sus singularidades aisladas en C:
(i) f(z) = m, (i) f(z) = Zsenz, (iii) f(z) = 2°cos (1).
(a) Sea a un polo de orden m de f y sea g(z) = (z — a)™f(z), entonces

Res(f,a) =

(b) Deducir que si a es un polo simple de f entonces

Res(f,a) = lim(z — a) f(2).

z—a

Sea f meromorfa en un abierto €2, g holomorfa en ) y sea a € ). Probar que:

(a) si a es un polo simple de f, Res(fg,a) = Res(f,a)g(a);
(b) si a es un cero de orden m de f, a es un polo simple de & y Res(fTI a) =m;
c¢) si a es un polo de orden m de f, a es un polo sunple de £ y Res(fT/ a) = —m;

(
(d) siaesun cerodeordenm de f, a esun polo simple de gy Res(f ¢ a) =mg(a).

Calcular los siguientes residuos:

(i) ﬁ en z=0,1, (i) <=Ll en 2z =0, (iii) fieezz en z = mi.

Sea C' la circunferencia {|z| = 2} recorrida en el sentido positivo. Calcular
33 l+senz
fC 21 dZ (11) fC senz dZ 111 fC z—i—l)2 22 9)

Sea f entera y v una curva como en la figura

dz = 0, probar que f no se anula en el interior de 7.
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Sea 7 el rectangulo de vértices 0, 1, 14 3¢ y 3¢ recorrido en sentido positivo, y sea f
meromorfa en C tal que f(z+3i) = f(2) y f(#+1) = f(2) para todo z € C. Probar
que si f no tiene polos ni ceros sobre 7, la cantidad de ceros de f en el interior de ~
es igual a la cantidad de polos de f en el interior de 7 (contados con multiplicidad).

Probar que el polinomio p(z) = 2z° 4+ 7z — 1 tiene una raiz real positiva de médulo
menor que 1y que el resto de las raices estdn en {1 < |z| < 2}.

Probar que el polinomio p(z) = 2° + 15z + 1 = 0 tiene una tnica rafz en {|z| < 2}
y decidir si tiene alguna raiz en {|z| > 2}.

Sea a € R, > 1. Probar que la ecuacién z"e“"* = 1 tiene exactamente n raices en

{lz] < 1}.
Calcular los residuos en oo de las siguientes funciones:

2

W) f(2) === (i) f(2) = a5

Sea C' la circunferencia {|z| = 2} recorrida en el sentido positivo. Calcular

1
) Jo i) [, <5

Sea Q2 = C\ [-1,1]. Se define en Q la funcién f(z) = log (¥4}), tomando la rama
del logaritmo definida en C \ R tal que log(r) € R para todo r € R.y. Calcular
Jo f(2)dz siendo C' la circunferencia {|z| = 2} recorrida en sentido positivo.

Sea f holomorfa alrededor de zy. Probar que f es inyectiva en algtin entorno de z
si y solo si f'(zy) # 0.

Sea f holomorfa e inyectiva en la bola de centro a y radio R, B(a,R). Sea 0 <
r < Ry sea 7 el borde de la bola de centro a y radio r. Probar que para todo

w € f(B(a,r)), ) f(2)
)= Q_M/Wf(z)—wdz

Sea f holomorfa y no constante en A = {|z| < r} tal que f(0) = 0. Probar que
existe un entorno §2 de 0 contenido en A y g : 2 — C holomorfa e inyectiva tal que
g(Q) = {|z| < s} para algiin s y f(z) = g(z)™"*E9 para todo z € Q.



Calculo de integrales reales mediante el Teorema de los Residuos
+oc0 ax

1+e

29. Para 0 < a < 1 calcular /

— 00

dx integrando en el siguiente rectangulo de
x

altura 2mi:

30. (a) Sea Q : C — C una funcién racional sin polos reales. Si lim 2Q(z) =

|z[—00

probar que

/ Q(z)dx = 2mi Z Res(Q(z), z;)-

Im(z;)>0

(b) Calcular
(i) foooo $41+1dx (ii) foooo z4+1dx (iii) fo —$4+212+1d

3l. (a) Sea@ :C — C una funcién racional sin polos reales. Si lim Q(z) = 0, probar

que |z| =00
v.p./_ Q(z)edx = RETOO/ Q(z)edr = 2mi Z Res(Q ;).
[e'e] Im(z;)>0
(b) Calcular
(i) f o 2rrde, (ii) fo Spde.

32. (a) Sea @ : C — C una funcién racional sin polos reales, excepto en el origen,
donde tiene un polo simple. Si lim Q(z) = 0, probar que

|z|—o0

RH%I}OI?THO (/ Q dm * / Q dx) B

=2mi Y Res(Q(2)€”, z;) + miRes(Q(2)e, 0).
Im(z;)>0

(Sugerencia: integrar sobre curvas del siguiente tipo, con R — 400y r — 0.)

(b) Probar que

y deducir que

oo
senx m
dr = —.
0 x 2

<1
33. Para a € R, a # 0, probar que la integral / 2n+:v sdx converge y calcularla.
o r2+a

(Sugerencia: integrar sobre curvas como en el ejercicio anterior.)



34. (a) Sea @ : C — C una funcién racional sin polos en [0,400) v sea a € (0,1). Si
lim Q(z) = 0, probar que

(1 — ¢ 2m) " Q( = om ZZR s< )

0

donde la rama elegida de z es la obtenida tomando el argumento de z en
(0,27). (Sugerencia: integrar sobre curvas del siguiente tipo, con R — 400,
r—0ye—0.,)

(b) Calcular

) o e (i) fo sy de (i) [fy° e de.

35. (a) Sea @ :C*— C una funcién racional tal que el denominador no se anula sobre
la circunferencia de centro 0 y radio 1. Sea R : C — C definida por

<>——@<Z‘g' 2;)

/ Q(cos x,senx)dx = 27 Z Res(R(z), z;).

|zi|<1

Probar que

Sugerencia: integrar sobre {|z| = 1}, parametrizada por z = ¢*,0 < x < 27.
g g

(b) Sean a,b € R. Calcular
. 2 .. 2
Q) f) =Eodr (ja| > 1), (i) fo" wrmede (0<b<a),

(iii) [T —2=CD gy (la] < 1).

0 1—2acosz+a?



