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MEDIDAS RESUMEN: Numéricas y Graficas

Nos interesa resumir las caracteristicas mas
importantes del conjunto de datos en una pequefia
cantidad de numeros que sean facilmente
interpretables.

Para hacer esto bien, debemos Ilimitar nuestros
objetivos. Es equivocado esperar gue un resumen
estandar revele lo inusual. Si la distribucién de los
datos es distintiva es mas facil expresarlo con
palabras.

En el diagrama tallo-hoja de la figura 7, por ejemplo,
se distinguen dos grupos y un punto aislado (esto no
ocurre con frecuencia).

Intentar mostrar ocurrencias ocasionales de este tipo
complicarian los procedimientos y confundirian las
medidas resumen. Para la mayoria de los lotes nada
de eso pasa.

Los diagramas de las figuras 4a y 4b muestran que
los datos se cortan mas abruptamente hacia valores
pequenos que hacia valores grandes (esto ocurre muy
frecuentemente).

Los resimenes pueden ser muy utiles pero no son los
detalles. Generalmente los detalles agregan poco pero
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es importante estar preparados para las ocasiones en
gue si agregan mucho.

Medidas Resumen

Los estadisticos clasicos para resumir un conjunto de
datos de n observaciones, Xi, X2, . . . , X, , utilizan
solamente operaciones aritméticas simples, como
suma, multiplicacion, division y tal vez raiz cuadrada,
en todos sus datos. Los mas familiares son la media
muestral dada por

X1+ -+ Xn
n ]

X =
y la varianza muestral, frecuentemente dada por

n
2:%2( x)2.

Es importante que las medidas resumen sean
resistentes, es decir que varien poco en presencia de
un cambio arbitrario de una pequena parte del lote.

La media muestral y la varianza muestral no tienen ese
comportamiento. Un dnico dato aberrante puede
producir un importante efecto adverso en ambas
medidas.
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En lo que sigue veremos una medida de posicion, la
mediana, y una medida de dispersion, distancia entre
cuartos, basadas en los datos ordenados.

Primero debemos ordenar los datos y asignarles un
rango.

Supongamos que ordenamos los datos, X, Xa, . . ., Xn,
en orden ascendente y obtenemos la muestra
ordenada que indicamos por:

X(1) < X(2)S ... < X(n) s

esto es, Xy es la observacion mas pequefia, Xp la
2da. observacion mas pequena , X; es la i-esima
observacion mas pequefia. Mas formalmente X , X ,
..., Xm son llamados estadisticos de orden, y X es el
estadistico de orden |

Sobre la base del ordenamiento podemos definir el
rango de una observacion de dos maneras distintas.

Podemos contar desde el mas pequeio hacia el mas
grande obteniendo el rango ascendente, 6 desde el
mas grande hacia el mas pequefio obteniendo el rango
descendente.

X tiene rango ascendente 2 y en general X tiene
rango ascendente i. Contando desde la observacion
mayor; X tiene rango 1 (= n + 1 - n), Xn.1y tiene rango
2(=n+1-(n-1)) yXxqutienerangon+ 1 -1i.
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Considerando ambos de estos rangos observamos
gue para cualquier dato

rango ascendente + rango descendente = n+1.

Definicion: La profundidad de un dato en la muestra
es el menor de los rangos ascendente y descendente.

Utilizaremos la nocion de profundidad para obtener
medidas resumen de los datos.

Medida de posicion del centro de los datos

Definicion: La mediana, M es el valor que deja la
misma cantidad de los datos ordenados de cada lado,
mas formalmente, la proporcion de datos menores que
la mediana es menor o igual a ¥z y la proporcion de
datos mayores que la mediana también es menor o
igual a Y2:

#(Datos<M)/n<¥ y#Datos>M )/ n<Y

Esta definicion da un intervalo de valores posibles para
la mediana. Con la siguiente forma de calculo se
obtiene el valor central de dicho intervalo.

n+1

La profundidad de la mediana es py = —
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Sipu es entero, n= 2k + 1 (es impar), la mediana es el
dato con profundidad

n+1 _
T_k+l'

Sipm es no es entero, n = 2k (es par), la mediana
tiene profundidad

”T”: k + %2 es decir que cae a mitad de camino
entre Xk) Y Xk+1) -

O sea

X(k+1) sin=2k+1

M = mediana = Jx + X
(k) 2(k+1) sin=2k

En el ejemplo de los puntos de fusion de las ceras de
abeja n = 59. La mediana es el dato con profundidad

=*2_30 que podemos obtener inmediatamente a partir

del diagrama Tallo-Hoja. La mediana se encuentra en
la linea 8 del diagrama (corresponde al tallo que no
tiene valor en la columna de profundidad).

La dltima hoja del tallo inmediato menor, 634, tiene
profundidad 23, entonces la posicion 30 se obtiene
contado 7 hojas en el tallo 635; M =63.53.

Los valores mas sencillos de extraer del lote son los
extremos, los dos datos con profundidad 1, o sea el
valor mayor y el valor menor del lote
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Decimal point is 1 place to the left of
the colon
PROF. #hojas TALLO HOJAS

1 1 628 :5

1 0 629 :

4 3 630 : 358

7 3 631 :033

9 2 632 77

18 9 633 :001446669
23 5 634 :01335

10 635 :0000113668

26 7 636 :0013689
19 2 637 :88

17 6 638 : 334668
11 5 639 22223

6 0 640

6 1 641 :2

5 3 642 147

2 0 643

2 2 644 02

Aqui, como para todos los resumenes aparte de la
mediana, una profundidad identifica dos valores de
los datos, uno por debajo y otro por encima de la
mediana.

A la mediana y los extremos agregamos otro_par de
valores resumen, los cuartos, definiendo

[profundidad de la mediana] +1 .
2 ;

Po =profundidad del cuarto =
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los corchetes en [X] indican, igual que antes, parte
entera de X.

Esta definicion simplifica la interpolacion ya que la
profundidad del cuarto solo puede ser un entero ¢ un
entero mas %2

Hemos visto que si
n= 2k + 1 (es impar), la mediana es el dato con

profundidad ”T” =k + 1. Por lotanto el cuarto tiene

profundidad k+Tl+l = l%+ 1.

n = 2k (es par), la mediana tiene profundidad
k + % . Por lo tanto, su parte entera es kK y la

profundidad del cuarto es kgl.

n+1_
2

Cada cuarto esta a mitad de camino entre la mediana
y Su correspondiente extremo, de manera que los
cuartos inferior y superior encierran la mitad central de
los datos.

Mas formalmente, un Y - ésimo cuantil es el nimero Xy, , tal
que

#(Datos <xys ) INn<Ys y#[Datos >xy, ) /IN<1-Y4

También en este caso, como en la mediana, se obtiene un
intervalo de posibles valores para el % - ésimo cuantil. Un
valor posible es el cuarto inferior definido anteriormente.
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En el ejemplo anterior teniamos pu = 30, por lo tanto pg =
1 . :
0+1_15.1/2. Los cuartos se obtienen promediando los valores

en las profundidades 15 y 16. Para el cuarto inferior estos
valores se encuentran en la fila 6 del diagrama Tallo-Hoja,
gue corresponde al tallo 633 y para el cuarto superior en la
fila 11.

63.36 +63.36

> =63.36

CUARTO INFERIOR

63.84 +63.83
2

CUARTO SUPERIOR =63.835

Observacion: en el diagrama Tallo-Hoja

para tallos menores que la mediana:
la profundidad se alcanza en la hoja con mayor valor;
la profundidad de cada hoja del tallo se obtiene
contando de izquierda a derecha a partir de la
profundidad del tallo inmediato inferior;

para tallos mayores que la mediana:
la profundidad se alcanza en la hoja con menor valor;
la profundidad de cada hoja del tallo se obtiene
contando de derecha a izquierda partir de la
profundidad del tallo inmediato superior.

Medidas de dispersion de los datos
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Nos interesa describir cuan concentrados estan los
datos. Una medida simple y resistente es la distancia
intercuartos (do)

dQ = CUARTO SUPERIOR -CUARTO INFERIOR
gue da el ancho de la mitad central del lote.

En el ejemplo do = 63.835 - 63.36 = 0.475.

Obviamente el rango, es decir la diferencia entre los
valores extremos, también refleja la dispersion pero
valores sueltos afectan tanto el rango que su
resistencia es despreciable.

La distancia intercuartil, dc, 0 rango intercuartil,
es muy similar a la distancia intercuartos pues esta
basada en los cuartiles que son casi lo mismo que

los cuartos

dc = CUARTIL SUPERIOR -CUARTIL INFERIOR

profundidad del cuartil = nT+1

En el ejemplo, la profundidad del cuartil es

29+1_15y por lo tanto de= 63.84-63.36=0.48

4
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Medidas resumen con el S-PLUS y R

Si
> X <- seq(1,120,0.5)
> length(x)
[1] 239

La funcién summary da

> summary (X)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
1 30.75 60.5 60.5 90.25 120

También estan las funciones max, min, range:

> max(x)
[1] 120

> min(x)
[1] 1

> range(X)
[1] 1 120

Definimos, en general el p - ésimo cuantil como el nimero
Xp, tal que

#(Datos<xp )/ Nn<py#HDatos>xp)/n<1-p

Nuevamente, existe un intervalo de valores posibles para el
p - ésimo cuantil.
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La funcion

quantile(x, probs=seq(0,1,.25), na.rm=F)

da, por defecto, el minimo, el cuartil inferior, la
mediana, el cuartil superior y el maximo del vector x

un resumen de 5 numeros (“five number summary”).

> quantile(x)
0% 25% 50%  75% 100%
1 30.75 60.5 90.25 120

Permite calcular cuantiles en proporciones (con
valores entre 0 y 1 inclusives) especificadas:

> quantile(x, c¢(0.05,0.10,0.90,0.95))
5% 10%  90% 95%
6.95 12.9 108.1 114.05

Los valores faltantes no son permitidos, si se
especifica na. rm=TRUE son eliminados del calculo.

> y<- c(x[1:10], NA ,x[11:239])

> quantile(y, ¢(0.05,0.10,0.90,0.95))
Error 1n quantile(y, c(0.05, 0.1,..:
Missing \ values and NaN"s not allowed 1f
na.rm=F Dumped

> quantile(y, c¢(0.05,0.10,0.90,0.95),
na.rm=TRUE)
5% 10%  90% 95%
6.95 12.9 108.1 114.05
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Del help del S-plus

The algorithm linearly interpolates between order
statistics of x, assuming that the ith order statistic
Is the (i-1)/(length(x)-1) quantile.

Si nos interesa calcular la posicion del cuartil resulta
1/4 =(i-1)/(n-1)
luego la posicion para el cuartil resulta

| (V) = ¥4 (n-1) + 1 = (n+3)/4

En general para un p-ésimo cuantil
p=(G-1)/(n-1)
y la posicion resulta
I(p) =p(n-1) +1

Si el valor obtenido no es entero la funcion interpola
linealmente.Si n = 100, i = 24.25 por lo tanto

Xy/a = (1- 0.25) X(24) +0.25 Xz5)

En general, si
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X(l) , X(z), C ey X(n)

es la muestra ordenada, el cuantil p-ésimo es

quantile(x, p)= {1-(i(p)-[I(P)D)} X(+swy
+ {1(P)-[I(P)]} X2+

Esta definicion difiere de las anteriores.

Identificacion de valores atipicos

Para examinar datos en busca de valores atipicos
necesitamos una medida de dispersion que sea
insensible a ellos.

Necesitamos una medida de dispersion que enfatice el
comportamiento de la porcion central de los datos.
Esto lo hace la distancia intercuartos.

Definiremos puntos de corte internos y externos de
manera que los datos que estén fuera de esos puntos
seran identificados como valores externos; moderados
0 severos respectivamente.
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Muchos de estos valores no seran realmente atipicos
en el sentido que su comportamiento subyacente es el
mismo que el de la mayoria de los datos.

Valla Interna Inferior= Q| - 1.5 dQ
Valla Interna Superior= Qg + 1.5 dQ
Valla Externa Inferior= Q| - 3 dQ

Valla Externa Superior= Qg + 3 dQ

La figura 8 muestra los cuartos y los puntos de corte

d
I I I © I I I

Q| -3 CIQ Q| -1.5 dQ Q| QS Qs'I‘ 1.5 CIQ Qs + 3 CIQ

Figura 8

¢,Qué chance tiene un dato de caer fuera de los puntos de
corte, Q,;-1.5dg y Qs +1.5 dg , cuando los datos provienen de
una distribucion gaussiana?

Comenzaremos, por simplicidad, con la distribucion misma
(correspondiente a una muestra muy muy grande) en vez de
una muestra finita.

El cuarto corresponde a un area de 0.25



Instituto de Calculo - Andlisis de Datos 2006 53
Dra. Diana M. KELMANSKY

> gnorm(0.25)
[1] -0.6744898

de la cola de la distribucion, de manera que los cuartos
son u - 0.67456 y n + 0.6745c, dando una distancia
intercuartos de 1.348c.

Esto hace que las vallas internas estén en pu - 2.698c
y u + 2.698c, dando un area de .00349 en cada cola.

> 2*pnorm(-2.698)
[1] 0.006975744

Por lo tanto la proporcion de la distribucion que cae
debajo de p - 2.698c 6 encima de pu + 2.698c es
.00698.

En muestras finitas, la proporcion promedio de
observaciones que estan mas alla de las vallas
internas es sustancialmente mayor que el valor
poblacional. De un estudio de simulacién, Hoaglin,
Iglewicz y Tuckey (1981) obtuvieron la siguiente cota
superior de la fraccion promedio de valores externos
en muestras gaussianas conn > 5:

000698+ 2 (5)

Si nos interesa el la cantidad de datos externos que se
espera tener, en promedio, debemos multiplicar la
expresion (5) por n, obteniendo para un unico lote
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0.007n + 0.4,
y para varios lotes

0.007(cantidad total de observaciones) + 0.4 (cantidad
de lotes).

Este resultado es util siempre que recordemos que se
aplica a distribuciones gaussianas y que las
distribuciones con colas pesadas tendran mas valores
externos por la derecha.

La distancia intercuartos permite obtener una
estimacion resistente de o. Hemos visto que los
cuartos en la distribucién gaussiana son p - 0.6745c y
u + 0.6745c, dando do(poblac. gaussiana) = 1.348c.

Por lo tanto, para un conjunto de datos, definimos

dQ
1 —
pseudosigma = 1349

Cuando los datos son gaussianos pseudosigma da un
estimador de o, y su valor serad generalmente cercano
al de s.

Si las dos estimaciones difieren sustancialmente

deberiamos preferir pseudosigma y buscar las
observaciones que han inflado a s.

BOXPLOTS Y COMPARACION DE LOTES
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El boxplot es la representacion grafica de la mediana,
los cuartos, los valores adyacentes y los valores
externos moderados o severos. Permite extraer los
siguientes aspectos del lote:

Posicion del centro

Dispersion

Asimetria

Longitud de la cola

Puntos que yacen fuera del conjunto.

Este compacto diagrama es muy util para comparar
varios lotes de datos.

Para construir el diagrama nos falta definir los
siguientes valores:

valor ma s cercano, mayor o igual,

VALOR ADYACENTE INFERIOR (VAI) = {a la valla interna inferior

valor ma s cercano, menor o igual,

VALOR ADYACENTE SUPERIOR (VAS) = { a la valla interna superior

Boxplot para un Unico lote

Introduciremos el boxplot con un ejemplo. La tabla 9
muestra las poblaciones de las 15 ciudades mas
grandes de USA
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El  boxplot se
dibujando

construye

I) una caja cuyos extremos son
los cuartos inferior (Q, =74) vy
superior (Qs= 183.5) y con una
barra vertical en la mediana
(88),

i) una linea de cada extremo de
la caja hasta el correspondiente
valor adyacente (VAI = 63 VAS
= 248),

iii) los valores que caen fuera de
las vallas internas pero dentro
de las externas son outliers
moderados (Chicago),

Iv) los valores que caen fuera
de las vallas externas son
outliers severos (New York).

New Los

Tabla 9
Ciudad Poblacion(10000)
New York 778
Chicago 355
Los Angeles 248
Philadelphia 200
Detroit 167
Houston 94
Baltimore 94
Cleveland 88
Washington,DC 76
St. Louis 75
San Francisco 74
Milwakee 74
Boston 70
Dallas 68
New Orleans 63

Orleans ~ Angeles Chicago New York
T+ - :
| | |
0 400 800

Figura 11. Boxplot de la poblacion de las 15 ciudades mas grandes de USA.

Se puede ver,
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e |la posicion del lote, indicada por la mediana, la barra que
divide a la caja.

e |a dispersion, longitud de la caja: distancia intercuartos.

e la asimetria; posicion relativa de la mediana, al cuarto
inferior y al cuarto superior. Vemos asimetria positiva (0 a
derecha), una situacibn comudn en datos positivos no
acotados.

e la longitud de las colas mediante las lineas que se
extienden desde New Orleans hasta Los Angeles

e |os valores atipicos (Chicago y New York).
El mensaje del boxplot para la poblacién de las 15 ciudades

mas grandes de USA es fuerte: el lote es pesadamente
asimétrico y hay dos puntos atipicos.

S-PLUS
> pobl
New York Chicago Los Angeles Philadelphia
778 355 248 200
Detroit Baltimore Houston Cleveland
167 94 94 88
Washington, DC St. Louis Milwakee
76 75 74
San Francisco Boston Dallas New Orleans
74 70 68 63

> summary(pobl)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
63 74 88 168.3 183.5 778
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Mewy Cirleans

bplot.beau(pobl,style.bxp="0old")

ciudades<- c("'New York™","Chicago', " New Orleans™)
text(locator(l),ciudades|[1])
text(locator(1l),ciudades|[2])
text(locator(l),ciudades[3])

VVVVYV

> bplot.beau
function(x, ...)
{
boxplot(x, outline = T, boxwex = 0.5,
whisklty = 1, outpch = "* ™,
outwex = 0, staplewex = O,
staplehex = 0, ...)



Instituto de Calculo - Andlisis de Datos 2006
Dra. Diana M. KELMANSKY

Chicago no aparece como oultlier.

> aaa<- boxplot(pobl,plot=F)

> aaa
$stats:
[.1]
[1,] 355
[2,] 200
[3.] 88
[4.1 74
[5.] 63

El cuartil superior no coincide con el
calculado anteriormente (183.5), si lo hacen
el inferior, la mediana, el maximo (sin el
outlier) y el minimo. Los cuartiles resultan de
elegirlos en la profundidad (n+1)*0.25.

Resistencia del Boxplot

La caja rectangular del boxplot esta construida con
medidas resistentes. Hasta un 25% de los datos
pueden hacerse arbitrariamente grandes (valores
salvajes) sin perturbar demasiado a la mediana, a los
cuartos y a la caja en el boxplot.

Las colas del boxplot estan determinadas por los datos
extremos dentro de los puntos de corte para los

outliers.
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De esta manera no estan perturbadas por grandes
cambios en los valores de los putliers. Los puntos de
corte también pueden resistir grandes perturbaciones
del 25% de los datos pues estan basados solamente
en los cuartos.

Un grafico similar podria construirse en base a la
media muestral y el desvio estandar muestral tal
grafico careceria de resistencia, inclusive ante la
presencia de un unico dato salvaje.

Interpretacion del Boxplot.

Los puntos de corte para identificar outliers (Q, -1.5 do,
Qs +1.5 dg) son un poco arbitrarios, pero la
experiencia muestra que esta definicion sirve para
identificar puntos que requieren atencion especial.

Mostramos que, para una poblacion gaussiana, el .7%
de la poblaciéon esta fuera de los puntos de corte. Es
decir que dentro de los puntos de corte se encuentra el
99.3% de la poblacion.

Consideremos los valores poblacionales de Ia
mediana, los cuartos y los puntos de corte para los
valores atipicos en varias distribuciones conocidas.

Las tablas 10 y 11 muestran estos valores y las
probabilidades mas alla de los puntos de corte para
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distribuciones simétricas y asimétricas
respectivamente.

Tabla 10. Valores poblacionales de la mediana, los cuartos,
cortes para outliers para varias distribuciones simétricas.

Distr. |Mediana| Cuarto Cortes % de | Valor de | % Fuera de
Superior para outliers | 1.96c u+1.96c
outliers

U(-1,1) 0 0.500 +2.000 0 1.132 0
N(0,1) 0 0.674 +2.698 0.70 1.960 5.00

too 0 0.687 +2.748 1.24 2.066 5.20

t1o 0 0.700 +2.800 1.88 2.191 5.32

ts 0 0.727 +2.908 3.35 2.530 5.25

t; 0 1.000 +4.000 1959 | - | -

Para la  distribucibn  uniforme  (con  colas
extremadamente cortas), todos los valores estan
dentro de los puntos de corte para outliers.

Para la distribucion gaussiana, el 0.7% de los valores
son considerados outliers.

Elegimos las distribuciones t con distintos grados de
libertad para representar distribuciones simétricas con
colas pesadas. A medida que las colas se vuelven mas
pesadas el porcentaje de valores fuera de los puntos
de corte es mayor y por lo tanto tenemos una mayor
probabilidad de observar outliers.

Esto nos permite juzgar si nuestros datos presentan
colas mas pesadas que las gaussianas a traves de la
cantidad de valores que caen fuera de los puntos de
corte.




Instituto de Calculo - Andlisis de Datos 2006
Dra. Diana M. KELMANSKY

62

Tabla 11. Valores poblacionales de la mediana, los cuartos,
cortes para outliers para varias distribuciones asimétricas.

Distr. | Mediana | Cuartos | Cortes % de Valor de | % Fuera de
Superior para outliers 1.96c u+1.96c
e Inferior | outliers
v 0.45 0.102 | -1.750' 7.58 -1.772 5.22
1.323 3.155 3.772
v’ 4.35 2.675 | -3.252' 2.80 -1.198 4.78
6.626 12.552 11.198
XZZO 19.34 15.452 2.888 1.39 7.604 4.53
23.828 36.392 32.396

'Para distribuciones asimétricas uno de los puntos de corte
generalmente cae fuera del rango de los valores posibles.

La tabla 11 presenta las distribuciones chi-cuadrado
como ejemplos de distribuciones asimétricas; desde
la mas asimétrica, le, hasta las un poco mas
simétricas ¥’ Y 1°20.

Observamos una caracteristica que frecuentemente
ocurre en situaciones asimetricas (ocurrid en nuestro
ejemplo de las ciudades de USA):

el menor de los puntos de corte esta por
debajo del menor dato posible,

la probabilidad de un outlier en este lado es 0, de
manera que obtenemos una indicacion de la asimetria
no solo por la posicion de la mediana y los cuartos sino
también por la posicion de los outliers a un lado de la
caja.
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