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1-INTRODUCCION

En 1974 Tukey introdujo el concepto de profundidad (depth) o semiespacio de profundidad

(halfspace depth) de un punto relativo a un conjunto de datos multivariado. [13,14]

Para un conjunto unidimensional de datos X :{Xl,...Xn} se define la profundidad (depth) de un

valor x relativo a un conjunto X como el minimo nimero de datos a la derecha y a la izquierda de
X.[3]

depth, (x, X) =min(#{i: X, <x},#{i: X, >x})

1)

Ejemplo:
X =1{,3,5,7,9,11,13,15,17,19, 21}
Si queremos calcular depth(6, X), hacemos:

#{i:x, <6}=#{L3,5t=3
#{i x, >6}=#{7,9,11,13,15,17,19, 21} =8

Luego depth(6, X) =min(3,8) =3

En el caso d-dimensional, Donoho y Gasko [3], definen la profundidad como:

depth, (x, X) = r\n\lﬂ depth, (U™ x;{u™ X.}) = m[q#{i Ut X, >u'x} (2)

Como ueR? es un vector unitario, entonces el conjunto {u™ X,}es la proyeccion ortogonal del
conjunto de datos X sobre un espacio de dimensién 1.
Es decir la profundidad de un punto x € R? relativo a un conjunto X de RY esla  menor de las

profundidades de x relativas a las proyecciones ortogonales del conjunto de datos X sobre espacios
unidimensionales.

Rousseeaw y Ruts [12] la llaman location depth y la notan Idepth(é, X), es decir
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Idepth(@, X) = r‘n‘l_rf #{i:u" X, <u'6} (3)

Como profundidad (depth) definen

depth(@, X) =%Idepth(0, X)| (4)

Es decir

depth (x,X):imiT#{i Ut X, <u'x} (5)
n lu=

Esta es la notacién que vamos a usar.

Tukey consideré ademas los contornos de profundidad (contours of depth), que en realidad son

regiones de profundidad para indicar la forma de un conjunto de datos en R y sugiri6 que a partir
del concepto de profundidad (depth) se podria definir un concepto anadlogo al rango para el caso
multivariado.

De hecho en el caso unidimensional (si no hay datos repetidos) el valor minimo y maximo de la

muestra son los puntos con ldepth=1, los cuartiles 1 y 3 son los puntos con Idepth~n/4 vy la

mediana tiene Idepth~n/2.

Si calculamos las profundidades para cada uno de los elementos del ejemplo, obtenemos:

Idepth(l, X) = Idepth(21, X) =1 ldepth(7, X) =Idepth(15, X)=4
Idepth(3, X) = Idepth(19, X) =2 Idepth(9, X) =Idepth(13, X)=5
Idepth(5, X) = Idepth(17, X) =3 ldepth(11, X) =6
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Observamos:
med =11y Idepth(11, X) = 6 ~ g

Q,=5 Q, =17 yldepth(5, X) = Idepth(17, X) = 3 ”%
Idepth(L, X ) =Idepth(21, X) =1

1y 21 son los valores minimo y maximo respectivamente del conjunto.

La propuesta inicial de Tukey dio lugar a un niumero interesante de posibilidades.

En primer lugar permite definir la mediana en el caso multivariado. Como en el caso unidimensional
la mediana es el valor de “maxima profundidad”, en mas dimensiones seria razonable pensar que el
punto x € R® con méaxima profundidad sera la mediana multivariada.

Segundo, el contorno de profundidad n/4es una region convexa cuya forma indica la escala y la
correlacion de los datos.

En tercer lugar se puede definir una media podada, promediando aquellos puntos que tienen una
profundidad (depth) dada, por ejemplo ldepth>n/10

La mediana, la media podada y la covarianza podada estimada tienen dos importantes propiedades:

son invariantes por transformaciones afines y son robustas en altas dimensiones.

En las secciones siguientes vamos a ver que la nocion de profundidad (depth) conduce a estimadores

que son invariantes por transformaciones afines de los datos y tienen alto punto de ruptura.

2. PROFUNDIDAD (DEPTH)

Lema 2.1: ldepth es invariante por transformaciones afines, es decir:
Idepth(Ax +b;{AX, +Db}) =ldepth(x, X)

paratodo beR®y AeR™ nosingular.
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Demostracion:
Si H,,={yeR’:u'y>u'x} esunsemiespacio en R, vale
x,eH,, © AX;+be AH,,+b VbeR"; VAeR"nosingular.

Entonces min{i:x; eH,  }= m[?{l : Ax; +be AH,  +Db}, luego

[ul=1

Idepth(x, X) = m[rll Idepth, (U™ x;{u’ X,}) =m[rl1#{i Ut X zuhG=min#{i: X, eH  }=

Jul=1

= mingi - AX, +b.< AH, , + B} = mini{i:u’ (AX, +b) > u' (Ax+b)}=

Jul=1

= Idepth(Ax + b, {AX , +b})

Definicién 2.1: se define [3] la region de profundidad k como

D, ={x e R’ :ldepth(x, X) > k}{ (6)

0 equivalentemente la region de profundidad « como [10 ]

D, ={xe R :depth(x, X) > a}|con a [0]] (7)

Lema 2.2: D, es la interseccion de los semiespacios cerrados de dimension d que contienen al

menos n+1-k puntos del conjunto X ™ ={X,,..., X, }.[12]

Demostracion: <) Si x no pertenece a la interseccion, existe un semiespacio cerrado que contiene al

menos n+1-k puntos de X ™ y que no contiene a x, entonces x pertenece a un semiespacio abierto

que contiene a lo sumo n—-(n+l1-k)=k-1 observaciones. Entonces
Idepth(x, X ™)<k -1=> x& D, lo que es un absurdo que provino de suponer que X no pertenecia a
la interseccion.

D) Supongamos que x ¢ D, ; entonces Idepth(x, X ™) <k, luego x pertenece a un semi- espacio

cerrado que contiene menos de k observaciones de X ™. El complemento de este semiespacio
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cerrado seré un abierto de R que contiene al menos n+1—k puntos de X, a partir del cual

podemos obtener un semiespacio cerrado que no contiene a x y que tiene al menos n+1—k puntos

de X ™,

Lema2.3: las regiones de profundidad forman una sucesion decreciente de conjuntos convexos

encajados, es decir D, ,, < D, .[3]

Demostracion: D, es convexo, por ser la interseccion de semiespacios cerrados.

Los semiespacios de R® que contienen por lo menos n+1—k puntos de X ™, en particular contienen
n—k puntos de X ™. Luego D, es la interseccion de una subfamilia de la familia que define a D, ,
Como los puntos en D, satisfacen un subconjunto de las condiciones que los puntos en D,,, deben

satisfacer D, ,, c D, .

Una pregunta que podemos hacernos es: ¢ Cuantas regiones D, hay?

Es decir ¢cudl es el valor méximo de profundidad (depth) para un conjunto de datos?

Para d =1 la mediana es el valor de méaxima profundidad, tiene depth n/2.

Vamos a ver que para d >1 la maxima profundidad puede ser menor a n/2, ésto dependera de la

forma del conjunto de datos.

Definicién 2.2: k™ (X) =maxIdepth (x, X) (8)

Es decir es la maxima profundidad alcanzada sobre los puntos de R?. [3]

Definicion 2.3: k™ (X) =maxIdepth (X, X) (9)

Es decir es la maxima profundidad alcanzada sobre los puntos de X . [3]
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Definicidn 2.4: diremos que un conjunto de datos estd en “posicion general” si ninguno de sus puntos

es combinacion lineal afin de los otros (es decir no méas de dos puntos pertenecen a una recta, no mas

de tres puntos a un mismo plano, etc.)

Definicion 2.5: Notaremos con ]_aw al entero méas cercano y mayor o igual que a y con Laj al entero

mas cercano y menor o igual que a.

Proposicion 2.1: si X es un conjunto de datos en posicion general vale

n * n
(m—‘sk (X) SH [3]

Observacion: si el conjunto de datos es casi simétrico, el maximo valor de profundidad sera mucho

n , , . n
mayor que —— Y estara muy proximo a —
d+1 2

Mas adelante veremos que la cota inferior se alcanza si el conjunto de datos es un conjunto

estratégicamente anidado de d simplices.
Acerca de k¥ (X) solo podemos decir que en general 1<k* (X)<k™(X)

Para poder demostrar la proposicion 2.1 necesitamos definiciones y lemas previos.

Vimos que H,,={yeR®:u'y>u'x}es un semiespacio en R, con interior

(H, )’ ={yeR®:u'y>u'x} yborde 5(H,,)={yeR":u'y=u'x}

Definicion 2.6: dado un conjunto de datos X,,i=1,..,n se define la distribucion empirica

P (S)=n"'#{i: X, €S} paratodo conjunto medible S .

Definicion 2.7: se defineen H, , la métrica x,, (P,, P) =sup‘ P,(H,,)—-P(H,,)
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Observacion: u,, tiene la propiedad de Glivenco-Cantelli: si {Xi }son independientes e idénticamente

distribuidos con distribucion de probabilidad P entonces x,, (P,,P) ————0c.s..[7]

Definicion 2.8:[3] se define la probabilidad proyectada como:

MI(x) =inf P(H, )| (10)

Es decir TI(x) es la minima probabilidad alcanzada entre los semiespacios que contienen ax .

Definicion 2.9:[3] la probabilidad empirica proyectada se define como:

I, (9 =inf P,(H,,)| (12)

Observaciones:

1) Podemos relacionar el concepto de profundidad y de probabilidad empirica  proyectada.

Como Pn(Hu]x):n‘l#{i:XieHu]X}, tomando infimo en ambos miembros nos queda

inf P,(H, ) =n"Idepth(x, X), luego

n~'ldepth(x, X ™) =TT, (x)| (12)

2) SUp| Hn(X)—H(X) | < Hy (Pn’ P)

Por Glivenko-Cantelli x, (P,,P) ——0, luego

n~Idepth(x, X V) ———T1(x)| (13)

Definicién 2.10: para toda distribucion P sobre R? y para todo x € R®, Rousseeaw y Ruts [10]

definen con la notacion de (4):
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depth(x) = inf P(H, ,)|(14)

Lema 2.4: TTes una funcién semicontinua superiormente de x[16]. Si ademas P es absolutamente

continua, IT es continua.[3]

Demostracion: para cada semiespacio cerrado H , la funcional lineal P—— P(H) es semicontinua
superiormente (s.c.s) para la convergencia débil. Ademas, P(.—V) ———— P [1]

Como H,, =H,, +(x-w),sillamamos f, (x)=P(H,,), f,essemicontinua superiormente.

Por otro lado tenemos H(x)=inuf P(Huyx)=ir3f f,(x) .

Luego IT es s.c.s., por ser el infimo de una coleccion de funciones s.c.s.

Debemos probar que si P es absolutamente continua ITes continua, pero como ITes s.c.s., bastara

probar que es semicontinua inferiormente (s.c.i.)

Sea (X,),, una sucesion tal que X, ——=—>X,, Y U,una sucesion de direcciones tales que

P(H, ,)<TI(x,)+1/n. Como las u, estan contenidas en la esfera unitaria en R?, entonces existe
un punto de acumulacion, es decir se puede extraer una subsucesion convergente tal que u, —>u.

Si hacemos P(H,, )—P(H, , )=[(l, — 1, )dP

Como la diferencia en valor absoluto de los indicadores estd mayorada por 1, podemos aplicar el
teorema de convergencia mayorada.[16]

Sl Un m—)u y Xn m—)xo = P(Hu,xo)_P(Hun,xn)—)o

Luego liminf I1(x,) =liminf P(H, , )=P(H,, )>TI(X,), Yy por lo tanto es s.c.i.

n—-—> 0 n—-— w0

Definicion 2.11: una distribucion de probabilidades es centrosimétrica respecto de X, Si:

P(x, +S)=P(x, —S) paratodo conjunto medible S .
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Lema 2.5: Si Pes centrosimétrica respecto de X,, entonces H(xo)zé. Si ademéasP es

absolutamente continua, I1(x,) = % [3]

Demostracion: Como H,, =X,+H,, y P es centrosimétrica con respecto a x,, tenemos

P(Hu,xo) = P(XO + Hu,O) = P(XO - Hu,O) = P(H—u,xo)

X

Como H, U H_, =R‘

)22

2P(H
( U, Xo 2

)=P(H,, )+P(H,, )21 = P(H

u,Xg

Si P es absolutamente continua P(cH,, ) =0 para todo semiespacio.

)=1 = P(H,,)=>

Luego P(H,,, )+ P(H 5

—U,Xg

Lema 2.6: maxTII(x)>1/(d +1)

Antes de demostrarlo vamos a demostrar el siguiente lema.

Lemaz2.7: para toda probabilidad P y « >0

D, =n{H : H es un semiespacio cerrado conP(H ©) < a} [10]

Demostracion: <) si xeD, < infP(H,,)>a < Vullu=1P(H,)>«a
Ju|=1

Supongamos que existe un semiespacio cerrado H con P(H®) <« tal que x ¢ H . Entonces existe

un vector unitario u (ortogonal al borde de H) tal que H,, cH*®, luego P(H,,)<P(H®) <« ,que

X

es una contradiccion .

>) Supongamos que xe{H :H esun semiespacio cerradoconP(H®)<a} y xeD_; entonces
existe un vector unitario u/ P(H, ) =a, <.

A H,, podemos escribirlo como la interseccion de una sucesion decreciente de semiespacios abiertos

H!, ={yeR®:u'y>u'x-1/n}
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Como H,,=n{H!, = a,=P(H,,)=Ilim{P(H],) porque P es una medida finita. Luego
existe un m/P(HJ,)<ea. Si llamamos H=(H;,)° = P(H®)<ea absurdo, pues habiamos

supuesto x ¢ H .

Demostracion del lema 2.6: [10] sea o =maxII(x)<1 y sea ¢>0 si consideramos las bolas

cerradas B, ={xeR":|x<n}; como UB, TR‘=P(B,)T1, entonces existe un mtal que
P(B, ) >1-¢&, para simplificar la notacion vamos a llamar B =B, . Por otro lado tenemos que
D ... =~{H :H esun semiespacio cerrado conP(H ) < a +e}y=¢

Pero todos los  semiespacios H con PH)<a pertenecen al  conjunto
{H : H es un semiespacio cerrado conP(H°) <&  + &} que entonces no son vacios.

Si consideramos C = {BH :H esun semiespacio cerrado conP(H ®) <" +¢},C es una familia
infinita de conjuntos compactos y convexos en R® con NC=¢. Por el teorema de seleccién de
Helly existen conjuntos C,,..C,,, en C/ N1 C, =¢, U C, =R‘[15]

Paracada j P(C{)=P((BNH)*)=P(B°UH")<a +2¢

d+1
Luego 1=P(R?)=>"P(C%) <(d+1)-(a" +26) Ve>0 = o =1/(d+1)

=1

Estos tres lemas nos dicen que bajo simetria el valor de maxima profundidad es EE y es

siempre >
d+1

Demostracion de la proposicion 2.1: si X esta en posicidn general existe una direccidn de proyeccion

de forma tal que no hay empates en el conjunto de datos proyectados {u‘X,}. En esta proyeccién la

maxima profundidad es BW :

Como Idepth, (x, X) = m[rll Idepth, (u'x,{u' X, }) < Idepth, (v'x,{v' X, }) < B—l

10
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Luego k (X)gh-l.
Para la otra desigualdad usamos que IT,(x)= 1 Idepth(x, X) . Si
n

) 1 n ) n n
maxII(x)>—— = ldepth(x,X)>—— V¥x = maxldepth(x,X)>——>|——

X d+1 d+1 x d+1 |d+1

* n
Luego k (X)>| —
Heg ()[d+1w

Proposicion 2.2: sea X ™ ={X,,..,X,} una muestra proveniente de una distribucion de

probabilidades absolutamente continua y centrosimétrica. Entonces n~'k”(X ™)converge en
probabilidad y casi seguramente a 1/2 cuando n tiende a infinito.

Si ademas P tiene densidad positiva en x,, entonces n~'k* (X ™) converge en probabilidad y casi

seguramente a 1/2.

Demostracion: como P es centrosimétrica y absolutamente continua , por el lema 2.5, T1(x,) =1/2
Por otro lado n-Idepth(x,, X ") =TT, (X ) ——> T1(x,) =%
Si P es absolutamente continua con probabilidad 1 y X ™ esta en posicién general, entonces por la
proposicion 2.1 [Lw <k (X)< PW

Told+1| 2
Por definicion de k™ (X), k™ (X)=>Idepth(x,, X ™).
1

Luego vale n‘ldepth(x,, X)<n~k™(X) < nl(ﬂ,entonces n‘lk*(X)T>E

Sea X, el punto de X,,.., X, mas cercano a x,; es decir X, =arg m|’n|xi —x0|. Vamos a probar
que {Xin }:Zlconverge casi seguramente a X, O equivalentemente que para todo &>0
P(A) = PUWI/|X, (W) - %[ > £})—5-—0.[5]

Sea Y, =|X; —X,| y Z, =min{Y,,...,Y, }, entonces F, (Z)=1-(1-F,(Z))". Ahora

11
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P(A)=P{X, —x|> &N =1-P(X, —x|<&)=1-P(Z,<¢)=
=1-F, (&) =(1-FK ()" = (a(e))"

Por la densidad positivade P en x,,F, (¢) >0 ,entonces a(¢) <1. Luego

D (a(e))" < oo y por el lema de Borel-Cantelli P(A") =0 [5].
n=1

Ahora bien {A },, es una sucesion decreciente, entonces A“‘”:Aw:ﬂAn y por lo
n=1

tanto P(ﬂ A,)=1limP(A,) = 0como queriamos demostrar.

n=1
Por la definicion de k™ (X) y como ‘Hn(xin)—H(Xin)‘SyH (P,,P) vale
n7k* (X ™) =n"depth(x, , X ™) =IT (X, ) 2TI(X; )—uy (P,,P)
Como P es absolutamente continua, por el lema 2.5 TI(X; ) ——TI(X,) . Por Glivenko-Cantelli y

como k* <k se tiene n‘lk*(X‘”))T%.

Resumiendo, si X es un conjunto casi simétrico entonces la profundidad maxima es cercana a 1/2
independientemente de la distribucion.

Entonces tendremos a lo sumo n/ 2regiones de profundidad si el conjunto de datos es casi simétrico,
pero muchas menos para conjuntos asimétricos.

Otra pregunta que podemos hacernos es: ¢ Qué forma tienen las regiones de profundidad?

Esto dependera del conjunto de datos. Si el conjunto de datos proviene de una muestra aleatoria de

una distribucion eliptica los contornos (borde de las regiones) seran casi elipses.

Observacion: La convergencia de las regiones es en el sentido de la convergencia de conjuntos en la
medida de Hausdorff h(A, B) =sup(o(A, B), (B, A)) donde A y B son conjuntos cerrados no

vaciosy p(A,B)=supd(x,B).[2]

xeA

12
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Lema 2.8: si X™ ={X,,.., X,} es una muestra aleatoria de una distribucion eliptica simétrica, las
|_naj regiones de profundidad de X ™ convergen en probabilidad y casi seguramente a una elipsoide

de la misma forma que la de la distribucion patron y en una escala que depende de

Por ejemplo si la muestra proviene de una distribucién normal estandar®, en R?, la forma limite

-1

de los |ne | contornos sera una esfera de radio R, =®*(1-a) donde ®" es la inversa de la

distribucién normal estandar univariada.

Demostracion del lema 2.8: vamos a hacerlo en el caso en que la distribucién eliptica es una normal

estandar bivariada. [10]

En este caso la funcion de densidad f(x, y) = (27) " exp(=(x* + y?)/2) es estrictamente positiva en
RZ?.

Por simetria la probabilidad proyectada de un punto arbitrario TI(X,y)es igual a la masa del
semiespacio H a la derecha de la linea vertical que pasa por (r,0) = (yx* + y?*,0).
Luego  TI(x,y)=1-®(x*+y?)=0(-|x])  como  TI,(x) —>TI(X) uniformemente

D, ={(x,y) e R* :1-D(yx* +y* ) > a}, haciendo las cuentas nos queda

D, = {(x, y) x> +y* < (@ (1—a))2} que es una circunferencia de centro (0,0) y radio ® ' (1-a).

En resumen, las regiones de profundidad son convexos anidados independientes del sistema de

coordenadas.

3. ESTIMADORES BASADOS EN LA PROFUNDIDAD -PROPIEDADES

Definicion 3.1: [3] en el caso multivariado se define la mediana de Tukey T.(X) para

X = {Xl, vy X n} en R“como el punto de mayor profundidad, es decir

13
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T.(X) = arg max ldepth(x, X)

Cuando la profundidad no alcanza un Gnico maximo, se define como

T.(X) = Ave{x : Idepth(x, X) = méax Idepth(x, X)}

Definicion 3.2: un estimador analogo a la media podada con poda « es la media profunda podada

con poda « («a-depth-trimmed mean)

T (X) = Ave{X, e X :ldepth(X, X) > na}

Por las propiedades de la profundidad vistas en la seccion 2, estos dos estimadores son estimadores

consistentes del centro de simetria para cualquier distribucion centrosimétrica y tienen velocidad de

convergencia n“?para sus valores limites bajo condiciones débiles de regularidad. Son invariantes
por transformaciones afines, es decir seleccionan el mismo punto del espacio independientemente del
sistema de coordenadas.
Vamos a demostrar que ademas tienen buenas propiedades de robustez.
Recordemos que intuitivamente el punto de ruptura es la menor cantidad de contaminacion necesaria
para perturbar enteramente al estimador.
Una definicion formal del punto de ruptura para una muestra finita dada por Donoho [3] es la
siguiente:
Definicion 3.3: sea X ™ un conjunto de datos de tamafio n y T un estimador. A X le adjuntamos
otro conjunto de datos Y™ de tamafio m. Si para una eleccién estratégica de Y™

T(X™UY™)-T(X™)es arbitrariamente grande, diremos que el estimador T se quiebra bajo

una fraccion de contaminacion m/(n+m). Formalmente el punto de ruptura es

.sup
n+m ym

g*(T,X)=min{ T(XuYy™ —T(X)‘:oo}

14
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Por ejemplo el punto de ruptura de la media es 1/(n+1) es decir que una sola observacion

contaminada es necesaria para romper al promedio. Para la mediana es 1/2 es decir que se necesita
que la mitad de los datos sean malos para romper a la mediana, y esto es lo mejor que se puede
esperar para un estimador de posicion.

Lema 3.1: si k" (X)>k entonces T, (X)=Ave{X, € X :ldepth(X,, X) >k} estd bien definido, su

punto de ruptura esta bien definidoy &"(T,, X) = Lk [3]
n+

Demostracion: si k™ (x) = méaxIdepth(x;, X) >k entonces X contiene puntos con profundidad

k entonces T, (X) esté bien definido.
El punto de ruptura de T, (X) estara bien definido si T, (X UY) esta bien definido para todo Y , es
decir si en X uUY hay puntos de profundidad k para cualquier eleccion de Y, pero

k(X UY)= mxélxY ldepth(X;, X UY) = m)zélxY ldepth(X;, X) > méxxldepth(Xi,X) =k*(X).

Probaremos primero que & (T, , X) > nk—k
+

Para que T, se rompa en X, debe ser contaminado por un conjunto Y ={Y,} de manera que
T, (X UY) esté fuera de cualquier conjunto acotado fijo, por ejemplo fuera de la capsula convexa de
X . Para esto vamos a elegir un punto contaminante Y, fuera de la capsula convexa de X con

Idepth(Y,, X UY) > k. Por el teorema del hiperplano que separa existe una direccion u que separa a

todos los X, e X UY de Y, :maxu‘X, <u'Y, . Pero Y, tiene profundidad k en X UY entonces hay

al menos k elementos en X UY que estan a la derecha de u'Y,. Como ninguno de estos puntos
puede estar en X , entonces deben estar en Y .Luego #Y >k y la fraccién contaminante es al menos
k/(n+Kk).

Probaremos ahora la otra desigualdad, es decir que k es una cantidad suficiente para romper a T, en

X . Elegimos como antes Y,,...,Y, en el mismo sitio fuera de la capsula convexa de X . Para todo

u,u'Y, =u'Y, =...=u'yY, ;de esta forma Idepth(Y,, X UY) >k, i=1....,k .Luego T, (X LUY) es un
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promedio sobre un conjunto que contiene a todos los Y; . Como podemos elegir a Y con norma

arbitrariamente grande, T, (X UY) se puede hacer arbitrariamente grande.

Proposicion 3.1: Sea X ™ ={X,,.., X, } una muestra aleatoria de tamafio n de una distribucion

absolutamente continua y centrosimétricaen R® ,d > 2 y sea a <1/3. Con probabilidad 1, para todo

n suficientemente grande, T, esta bien definido , el punto de ruptura de T, (X ™) esta bien definido

y

g*(Ta,X)Tnx [3]

Observacion: La limitacién « <1/3 es real. De hecho , aun podando lo maximo posible T. no puede

dar un punto de ruptura mayor que 1/3.

Demostracion : paraa <1/3 tomamos S € ((3/2)a,1/2), con esta eleccion de S cuanto mas cercano
estd o a 1/3, méas proximo esta S a 1/2. Por la proposicién 2.2 ; ésto implica que existe una variable
aleatoria positiva n, () que es casi seguramente finita y k™ (X ™)/n> g Vvn>n,(B)
Sea Y el conjunto que contiene m puntos de contaminacién m<n/2

vn>ny(F), kKT'(XUY)>k"(X)>pn. Luego T, (X UY) estara bien definido si y solo si
k*(XuY)=|a(n+m)]; peropn>|a(n+m)|vm<n/2=Vn>n,(8) T,(XUY) estd bien

definida.
Para my n fijos, T, (X UY)=T,(X UY) donde k =|a(n+m) . Por la proposicion 3.1 Y puede ser

elegido de manera que T, se estropee si y solo si se contamina con una cantidad m >k, en este caso
es m>|a(n+m)]

a<1/3,m=n/2 es solucién de la inecuacion, ademas, luego el menor valor de m que es solucion
de lainecuacién es m=| (e /(1—a))n ] o m=[(a/L-a))n]

m :a+0(ljc.s.
n+m n

Luego  Vn>n,(A) el punto de ruptura esta bien definido y & (T,, X) =
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Proposicion 3.2: Sea X ™ ={X,,..,X,} una muestra aleatoria de tamafio ncon distribucion

absolutamente continua y centrosimétrica en R¢,d >2 el punto de ruptura de T.(X ")—1/3

cuando ntiende a infinito. [3]

Demostracion: primero vamos a demostrar que el valor limite del punto de ruptura es al menos 1/3.

m puntos contaminantes son suficientes para romper al estadistico, si son tales que T.(X UY) esta
fuera de la cépsula convexa de X . Pero por el teorema de separacion de un hiperplano y usando el
mismo argumento de la demostracion del lema 3.1, para que T.(X UY)esté afuera de la capsula
convexa de X , el nimero de puntos contaminantes debe ser al menos la profundidad de T.(X UY).
Luego para que m puntos contaminantes causen ruptura se tiene que verificar que m>k " (X)

Como ldepth(T. (X UY), X UY) =k (X UY) =k (X)=m>k (X)

Entonces ¢ (T., X) = m
n+m

> K" (X)/(n+k" (X))

Como k™(X)=n/2(1+0, (1)) = k" (X)/1+k" (X)) —=—>1/3
Entonces liminf, &" >1/3 c.s.

Ahora probaremos que el valor limite del punto de ruptura es a lo sumo 1/3.

Sea N una medida tal que N(S)=#{i: X, €S}. Sea x, el punto de centrosimetria de P y
k®=maxN(H,,).Observemos que k°=n/2(1+ 0,(1) pues N(H,, )=nP,(H,, )y por absoluta
continuidad y centrosimetriade P, P(H,, )=1/2 paratodo u.

Entonces ‘ko /n—1/2‘ Ssup‘ Pn(Hu,xo)_P(Hu,xo)‘S/uH (P,, P)———0 por Glivenko-Cantelli.
u p

m
n+m

Sea m=k° +2d +1 vamos a probar que &"(T., X) <

Para probarlo necesitamos dos lemas previos.

Lema 3.2: Sea xeR® un punto arbitrario y sea x, un punto tal que N(H,, )< k® Vu. Entonces

existe una direccion u/ N((H,, )")<k®y N((H,, )°) nocontienea y .
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Lema 3.3: Sea Xen posicion generalN((H,, )°)<k® ye(H, )" existe
W/N(H, ,)<k’+2d, yegH,,.

Sea y un punto arbitrario en R®y sea Y ™ un conjunto de datos con m repeticiones de y, entonces
Idepth(x, X WY)>m . Vamos a ver que y es el punto de mayor profundidad de X uY , es decir
depth(x, X UY)<m Vx=Yy (¥

Como y es arbitrario, probaremos que VyeR® T.(X UY) =y tiene solucion, luego T. se rompera

con una contaminacién de tamafio m. Sea

m siyeS

M(S)z{o siyes

Entonces Idepth(x, X UY) =inf(N(H, )+ M(H,,)) <inf {N (H,,):M(H,,)= 0}

Como N(H,, )< k° para todo u por definicion de k°. Por el lema 5 existe una solucion particular
u con N(intH,,)<k® yegintH_,.

Luego por el lema 3.3 existew/N(H,,,)<k°+2d, yeH,,.

Como ye¢H,,,M(H,,)=0yinf{N(H,,):M(H,,)=0<N(H,,)<k’+2d

Ademas teniamos m > k° +2d . Estas Gltimas 3 conclusiones prueban (*).

Como m=n/2(1+o0,, (1), & (T.,X) < implica limsup . & (T.,X™)<1/3cs.

n+m

¢ Qué pasa si P no tiene distribucidn centrosimétrica ?

Supongamos que k™ /n— B<1/2c.s.. El argumento de la proposicion 3.2 nos dice que para cada
a < 11+ p), T, esta bien definida y su punto de ruptura esta bien definido para n suficientemente
grande y converge casi seguramente a « .

Proposicidn 3.4: Sea X en posicion general, entonces & (T., X) zﬁ. [3]
+
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Demostracion: como en la proposicion anterior, si mpuntos son necesarios para romper

T.= m>k (X UY).
Porellema2.7. k'(XuY)>(n+m)/(d+1) = m/(n+m)>1/(d +1)
Luego por definicion de & (T., X), & (T., X) >1/(d +1)

4- BAGPLOT, UN GRAFICO BIVARIADO BASADO EN LA PROFUNDIDAD
4.1 Descripcion
El bagplot es una versién bivariada del box-plot, propuesta por Rousseeaw y Ruts. [8,11] EI

box-plot esta basado en rangos, pues la caja va desde la observacion con rango \_n/ 4J hasta la
observacion con rangof3n/4], y la linea en el interior de la caja es la mediana, por lo tanto es

necesario generalizar el concepto de rango al caso multivariado.

Como vimos antes una natural generalizacion del rango al caso multivariado es la nocién de
profundidad introducida por Tukey en 1974.

Luego el bagplot se basa en las regiones de profundidad y en la mediana de Tukey definidas en
las Secciones 2y 3.

En las figuras 4.1 y 4.2 se presentan dos versiones del bagplot para un mismo conjunto de
datos. El bagplot esta formado por una "bolsa" que contiene al 50% central del conjunto de los
datos (representada por el poligono oscuro), una zona alrededor de la bolsa que denominaremos
vecindad (representada por el area mas clara) que contiene los inliers mas extremos y una valla
(cuyo grafico es opcional y se representa con linea punteada en la figura 4.2) que separa los
inliers de los outliers.

La mediana de Tukey es indicada por una cruz y los outliers estan indicados por asteriscos.
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Figura4.1 Figura 4.2
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En las dos figuras fueron incluidos todos los puntos muestrales, y en la figura 4.2 se

identificaron los outliers.

Estos graficos fueron obtenidos utilizando la version de diciembre de 1999 del algoritmo
BAGPLOT para S-PLUS-2000 propuesto por Rousseeuw y Ruts (ver Apéndice I).

La figura 4.1 es la salida que se obtiene por defecto para una muestra con 15 o0 mas datos;
pero el programa permite diferentes opciones, como por ejemplo la inclusién de todos los
puntos de la muestra y su identificacion (clickeando sobre ellos).

El programa también calcula las coordenadas de la mediana de Tukey, que para nuestro
ejemplo son (2806.63, 139.513).

El conjunto de datos usado para el ejemplo pertenece a la libreria del S-PLUS. La
variable x es el peso y la variable y el desplazamiento del motor de 60 autos chicos,

medianos y grandes.

Como el boxplot en el caso univariado, el bagplot nos permite visualizar diferentes
caracteristicas del conjunto de datos: su posicion (la mediana de Tukey), la dispersion
(el tamafio de la bolsa), la correlacion (la orientacion de la bolsa), la simetria (la forma

de la bolsa y la vecindad) y las colas (la amplitud de la vecindad y los outliers).

4.2 Visualizacién de estructuras de correlaciéon: ejemplos

Para observar cémo se reflejan en el bagplot diferentes estructuras de correlacién, se
generaron muestras aleatorias, cada una con 50 datos, de normales bivariadas con
distintos coeficientes de correlacion p programando una funcion en S-PLUS (ver
apéndice 1)

Los bagplots obtenidos se muestran en las figuras 4.3y 4.4,

Podemos observar que cuando p =0 la bolsa es casi un circulo que se va deformando

con forma casi eliptica hasta llegar a un boxplot univariado cuando p=10 p=-1.
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La orientacion de izquierda a derecha es ascendente cuando p >0 y descendente cuando
p<0.

Podemos observar también en todos los graficos la simetria de los datos por la forma de la
vecindad.

En estos ejemplos no hay outliers.
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Figura 4.4

4.3 Construccidn del bagplot

Para construir la bolsa B, primero se determina el valor de k tal que #D, <|n/2|<#D, ,

y se interpola linealmente en forma relativa a la mediana de Tukey T.. La bolsa es un

poligono convexo.
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La valla es obtenida expandiendo la bolsa por un factor 3 relativo a T.. Este valor 3 fue

obtenido en base a simulaciones. [8]
La vecindad contiene todos los datos entre la bolsa y la valla, es decir rodea a la bolsa y

contiene a los puntos que no son outliers.

Supongamos que X ™ ={X,,..., X ,}esta en posicion general, si no, reemplazamos cada X
0 0

por X, +¢&; donde ¢, N : 4 y >0 pequerio.
0)\0 y

Si el conjunto de datos no estéa todavia en posicion general se aumenta el valor de y .

Luego se calculan las profundidades de todas las observaciones (con la rutina LDEPTH).

Para cada valor de profundidad (ldepth) encontrado se cuenta el nimero de datos con esa
profundidad y Ilamamos k* a la mayor profundidad encontrada. Luego se determina
k/#D, <|n/2]<#D,,. Por otro lado se calcula la mediana de Tukey T.(X) (con la
rutina HALFMED), usando el hecho que la mayor profundidad k* verifica k* <|n/2].

Luego se hace la transformacion de los datos X; —T...

k
m

Para calcular los vértices de D, , pf,..,p% ylosde D, ,, pf™'.., p5" se usa la rutina

ISODEPTH, donde my m’ son respectivamente el cardinal de los puntos mas extremos de

D, y D, , . Luego se calculan los &ngulos «,,..., ¢, entre la horizontal (poniendo el origen
en T.(X))y los vértices de D, y los angulos f,,..., B, con los vértices de D, ,. Se juntan
los m+m" angulos y se los ordena en forma creciente , obteniendo y,,...,»,, .- Para cada
angulo y, se interpola entre D,y D, de la siguiente manera. Se calculan los puntos de
interseccion entre la recta que une T. =0 con un vértice de D, y el lado correspondiente
de D.,, sean estos puntos q,,..,q%. De la misma manera se calculan los puntos de
interseccion entre la recta que une T. =0 con un vértice de D, , y el lado correspondiente
de D, , sean estos puntos g,*,...,q<". (Figura 4.5 en la Gltima pagina)

Luego los vértices de la bolsa B son computados como:

{ﬂ-pjk+(l—l)-qjk si y, esun a

]

A-q5t+@=2)-pft siy; esun B
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El valor de A1 se obtiene haciendo lo siguiente. Sea n, =#D, ,n_,=#D,, Yy

N, =N, —n,, luego

En segundo lugar se construyen los "bigotes" y las vallas.

La valla es obtenida multiplicando la bolsa por un factor 3 respecto de T., este valor esta
basado en simulaciones.

Un "bigote" es un segmento que une una observacion que se encuentra entre la bolsa y la
valla desde el borde de la bolsa en la direccion de T. (esto generaliza los "bigotes” del caso
univariado).

Para obtener los "bigotes™ y poder detectar los outliers es necesario computar las distancias

d;, desde T.=0 aunpunto X; relativo a la bolsa B. Es decir para cada observacion X
buscamos la interseccion u; de la recta L, con el correspondiente lado de B .

Cada punto u;, es obtenido como u,=A-v+(@-2)-v/" y la distancia relativa

d, = x]u]

Para cada observacion X, se determina su tipo t; dado por

1 0<d, <1
t =42 1<d, <3
3 d, >3

Es decir una observacién sera de tipo 1 si esta dentro de la bolsa, de tipo 2 si esta entre la
bolsa y la valla y de tipo 3 si estd mas alla de la valla. Estas ultimas son consideradas
outliers y se las indica con un asterisco.

Para dibujar los "bigotes” se unen las observaciones de tipo 2 con su respectivo u .

Cuando el tamafio de la muestra es grande solo se dibuja para cada lado de la bolsa el bigote

correspondiente a la mayor distancia d; .
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En la versién utilizada para graficar el bagplot, los bigotes fueron reemplazados por la
vecindad alrededor de la bolsa, cuyos vértices corresponde a los inliers mas extremos, es
decir sus vertices corresponden para cada lado de la bolsa a las observaciones con la mayor

distancia d..

En lugar de dibujar la mediana de Tukey se puede dibujar el niicleo. Esto se hace achicando

labolsa en forma relativaa T., los vértices del nucleoson ¢; =&-w; j=L1..m+m'y &

se asume como 0.1.

Cuando las observaciones estan sujetas a una traslacion o una transformacion lineal no
singular (por ejemplo una rotacion), el bagplot es transformado en forma acorde, pues como
vimos en la seccion 2 la profundidad es invariante por transformaciones lineales afines y los
conjuntos convexos se transforman en conjuntos convexos. Entonces los puntos dentro de la
bolsa siguen siendo interiores y los outliers siguen siendo outliers. Para observar ésto al
conjunto de datos del ejemplo de la figura 4.1 se le aplicd una rotacion de 90° y 180°, los
bagplots obtenidos son los de la figura 4.6 y 4.7 respectivamente.

Comparando los dos gréaficos con el grafico de la figura 4.1 podemos observar que los
outliers siguen siendo los casos 14, 16, 52, 53 y 60.
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4.4 Ejemplos
Cuando el conjunto de datos es pequefio la variabilidad de la valla es muy grande para poder

detectar en forma confiable los outliers, por eso para n <15 el algoritmo so6lo grafica la
mediana de Tukey T.y segmentos que unen T. con los puntos de la muestra.

El ejemplo de la figura 4.8 corresponde a una muestra de tamafio 14 de una distribucion
uniforme en el [0,1] x [0,1] generada al azar.

Las coordenadas de la mediana de Tukey son (0.431961,0.314959).

Ademas, si el tamafio de la muestra es menor a 15, el algoritmo implementado en S-PLUS

emite el siguiente cartel:

"The bag is only plotted when there are at least 15 observations."

Bagplot

0.8
L

0.6

0.4

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.8

Si el conjunto de datos es casi lineal, el bagplot se reduce a un boxplot univariado. En ese

caso el algoritmo implementado en S-PLUS calcula la valla superior como Q, +4(Q; -Q,)
y la valla inferior como Q, +4(Q, —Q,), donde Q,es el cuartil j. Esta version del box-

plot es mas adecuada que la clasica para distribuciones asimétricas.

El ejemplo de la figura 4.9 corresponde a una muestra de tamafio 25 donde la variable x

corresponde a una normal estandar generada al azar, y la variable y fue definida como
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y =1.5x+2.5 para 22 datos y se eligieron 3 datos alejados de la recta., para que mas de la

mitad de los datos resultasen alineados.

Figura 4.9

En este caso no calcula la mediana de Tukey y el algoritmo implementado en S-PLUS emite
el siguiente cartel:

"At least 50% of the data lie on the line: y= 1.5 x+ 2.5"

"Therefore, the bagplot reduces to a univariate boxplot."

Los outliers son identificados con tridangulos negros.

En el siguiente ejemplo se generd una muestra de 25 datos donde en la variable x mas de la
mitad de los datos toman el valor 3y la variable y corresponde a una normal estandar. El

bagplot obtenido es el de la figura 4.10. Como antes no se calcula la mediana de Tukey y el

algoritmo implementado en S-PLUS emite el siguiente cartel:

At least 50% of the data lie on the vertical line: x=3
Therefore, the bagplot reduces to a univariate boxplot.

Los outliers son identificados con triangulos negros.
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24 % a

Figura 4.10

En el siguiente ejemplo se gener6 una muestra de 25 datos donde en la variable y mas de la

mitad de los datos toman el valor 3 y la variable x corresponde a una normal estandar. El
boxplot obtenido es el de la figura 4.11. Como antes no se calcula la mediana de Tukey y el

algoritmo implementado en S-PLUS emite el siguiente cartel:

At least 50% of the data lie on the line: y=0 x+ 3

Figura 4.11
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Los outliers son identificados con tridngulos negros.

Cuando el nimero de datos es mayor que 150 el algoritmo trabaja con submuestras elegidas
al azar de tamario 150.
En el siguiente ejemplo se gener6 una muestra de 625 datos donde la variable x

corresponde a Chi-cuadrado con 15 grados de libertad y la variable y corresponde a una

normal estandar. El bagplot obtenido es el de la figura 4.12.

Las coordenadas de la mediana de Tukey son ( 14.1937,-0.00103823).

Figura 4.12

El siguiente ejemplo corresponde a una muestra de 21 nifios a los que se les registro la edad
en meses a la cual cada uno dijo su primera palabra y el puntaje obtenido en la prueba de
Gessell tomada mucho despues. El proposito del trabajo fue determinar si la edad de la

primera palabra (x) podria predecir el puntaje posterior del test (y ). Los datos se muestran

en la siguiente tabla:
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Caso | Edadenmeses | Puntajeadaptativo
de Gessel
1 15 95
2 26 71
3 10 83
4 9 91
5 15 102
6 20 87
7 18 93
8 11 100
9 8 104
10 20 94
11 7 113
12 9 96
13 10 83
14 11 84
15 11 102
16 10 100
17 12 105
18 42 57
19 17 121
20 11 86
21 10 100

El bagplot obtenido es el que muestra la figura 4.13.
Las coordenadas de la mediana de Tukey son ( 11.5594 , 98.262 )
Si observamos la figura 4.13 podemos decir que existe una correlacion negativa entre las
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variables x e y , el conjunto de datos es asimétrico, pues la mediana de Tukey se encuentra

en la parte superior izquierda de la bolsa donde la vecindad es muy estrecha, su forma

ademas no sugiere una distribucion eliptica y se observan 3 outliers, correspondientes a los

casos 11, 18 y 19.
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Figura 4.13

El altimo ejemplo corresponde a Royston y Abrams (1980) que midieron la duracion
promedio del ciclo menstrual en dias (x) y la temperatura basal preovulatoria promedio en
°C (y) de un grupo de 21 mujeres sanas que estaban usando un método de planificacion

familiar natural. Los datos se muestran en la siguiente tabla:

Caso Duracion Temperatura
1 22.9 36.44
2 26.3 36.21
3 26.6 36.71
4 26.8 36.13
5 26.9 36.25
6 26.9 36.53
7 27.5 36.41
8 27.6 36.45
9 27.6 36.53

10 28.0 36.31
11 28.4 36.63
12 28.4 36.54
13 28.5 36.52
14 28.8 36.62
15 28.8 36.40
16 29.4 36.48
17 29.9 36.39
18 30.0 36.37
19 30.3 36.77
20 31.2 36.76
21 31.8 36.50

El bagplot obtenido es el de la figura 4.14
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Las coordenadas de la mediana de Tukey son ( 28.2539 , 36.4879 ).
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Figura 4.14

Del bagplot, podemos observar que parece existir correlacion positiva entre las variables.
Hay 4 outliers, los casos 1, 5, 20 y 21. y se podria pensar por la forma de la bolsa y la
vecindad en una distribucion eliptica.

El coeficiente de correlacién de Pearson entre las variables x e y es 0.3649.

Si no consideramos los outliers el coeficiente de correlacion es 0.3044.
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	En el caso d-dimensional, Donoho y Gasko [3], definen la pro

