BAGPLOT, UN GRAFICO BIVARIADO BASADO EN LA PROFUNDIDAD

1-Introduccidn
El "bagplot” es una generalizacion al caso bivariado del box-plot. Fue propuesto por Rousseeaw y Ruts en 1997.
Permite visualizar locacion, dispersion, correlacion, simetria y outliers en un conjunto de datos bivariados

independientemente de su distribucion y del sistema de coordenadas elegido.
En su construccion se utiliza el concepto de profundidad (depth) o semiespacio de profundidad (halfspace depth)
introducido por Tukey en 1974 que permitid extender el concepto de rango al caso multivariado para un

conjunto finito de datos.

2- GENERALIZACION DEL CONCEPTO DE PROFUNDIDAD

En 1974 Tukey introdujo el concepto de profundidad (depth) o semiespacio de profundidad (halfspace

depth) de un punto relativo a un conjunto de datos multivariado.

Para un conjunto unidimensional de datos X = {Xl y e X n } se define la profundidad (depth) de un

valor X relativo a un conjunto X como el minimo nimero de datos a la derecha y a la izquierda de X.

depth, (x, X) =min(#{i: X, <x},#{i: X, >x})

Ejemplo:
X =1{,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21}

Si queremos calcular depth(6, X), hacemos:

#{i:x, <6}=#{1,3,5}=3
#{i: x. >6}=#{7,9,11,1315,17,19,21} =8

Luego depth(6, X) =min(3,8) =3

En el caso d-dimensional, Donoho y Gasko , definen la profundidad como:

depth, (x, X) = r\n\y’; depth, (u"x;{u" X,}) = r‘rw‘[rlm #{i:u' X, >u'x}

Como u e R’ es un vector unitario, entonces el conjunto {u’ X, }es la proyeccion ortogonal del conjunto de

datos X sobre un espacio de dimension 1.

Es decir la profundidad de un punto x € R? relativo a un conjunto X de R* es la menor de las

profundidades de x relativas a las proyecciones ortogonales del conjunto de datos X sobre espacios

unidimensionales.



Tukey sugirio que a partir del concepto de profundidad (depth) se podria definir un concepto anélogo al
rango para el caso multivariado.
De hecho en el caso unidimensional (si no hay datos repetidos) el valor minimo y maximo de la muestra son los

puntos con Idepth =1, los cuartiles 1 y 3 son los puntos con Idepth ~n/4 vy la mediana tiene Idepth ~n/2.

Si calculamos las profundidades para cada uno de los elementos del ejemplo, obtenemos:

Idepth (1, X) = ldepth (21, X) =1 Idepth (7, X) =Idepth (15, X )=4
Idepth (3, X) = ldepth (19, X) =2 Idepth (9, X) =ldepth (13, X)=5
Idepth (5, X) =ldepth (17, X) =3 Idepth (11, X) =6

Observamos:

med =11y Idepth(11, X) =6 zg

Q=5 Q,=17 yldepth(5, X) = Idepth (17, X :3z2
Idepth (1, X) =ldepth (21, X) =1

1y 21 son los valores minimo y maximo respectivamente del conjunto.

3- MEDIANA DE TUKEY

La propuesta inicial de Tukey dio lugar a un nimero interesante de posibilidades.
Una de ellas es que permite definir la mediana en el caso multivariado. Como en el caso unidimensional la

mediana es el valor de “maxima profundidad”, en mas dimensiones seria razonable pensar que el punto

x € RY con méaxima profundidad sera la mediana multivariada.

En el caso multivariado se define la mediana de Tukey T.(X) para X ={X1,..., Xn} en Rd como el punto

de mayor profundidad, es decir

T.(X) =arg max Idepth (x, X)

Es invariante por transformaciones afines (por ejemplo traslaciones, rotaciones), es decir selecciona el mismo

punto del espacio independientemente del sistema de coordenadas. Ademas es un estimador resistente.

4- REGIONES DE PROFUNDIDAD
Tukey considerd ademas los contornos de profundidad (contours of depth), que en realidad son regiones de

profundidad para indicar la forma de un conjunto de datos en R®



El contorno de profundidad n/4 es una regién convexa cuya forma indica la escala y la correlacién de los

datos.

Se define la region de profundidad k como

D, ={x e R" :ldepth(x, X) >k}

Las regiones de profundidad forman una sucesion decreciente de conjuntos convexos encajados, es decir

D1 < Dy

Una pregunta que podemos hacernos es:

¢Cual es el valor méximo de profundidad (depth) para un conjunto de datos?

Si el conjunto de datos es casi simétrico, el maximo valor de profundidad estard muy proximoa n/2.
¢ Qué forma tienen las regiones de profundidad?

Esto dependera del conjunto de datos.

5- BAGPLOT
El bagplot es una version bivariada del box-plot, propuesta por Rousseeaw y Ruts. EI box-plot esta basado

en rangos, pues la caja va desde la observacion con rango |_n/4j hasta la observacion con rango ]_Sn/ﬂ, yla

linea en el interior de la caja es la mediana, por lo tanto es necesario generalizar el concepto de rango al caso
multivariado.
Como vimos antes una natural generalizacion del rango al caso multivariado es la nocién de profundidad

introducida por Tukey en 1974,

Luego el bagplot se basa en las regiones de profundidad y en la mediana de Tukey definidas anteriormente.
En las figuras 5.1 y 5.2 se presentan dos versiones del bagplot para un mismo conjunto de datos.

Estos dos graficos corresponden a la primera version escrita en 1997 por Rousseeaw y Ruts en Fortran 77 e
implementada en S-plus 2000.

El bagplot esta formado por una "bolsa" que contiene al 50% central del conjunto de los datos (representada
por el poligono oscuro), una zona alrededor de la bolsa que denominaremos vecindad (representada por el
area mas clara) que contiene los inliers mas extremos y una valla (cuyo gréafico es opcional y se representa
con linea punteada en la figura 5.2) que separa los inliers de los outliers.

La mediana de Tukey es indicada por una cruz y los outliers estan indicados por asteriscos.



i »* *
i . %
1 1 1 1
o C > C ITE S . C =T DPC IS - C >
=
Figura 5.1
——a—em«< 35 K >
= /,// !
—] - -
= / . . )KGO
=—— % I et N

T T T
ppe——d Gl _J aED &k ] GEb J§ aE» 2 — ] GEb J GE> JY <)

—

Figura 5.2



El siguiente grafico (Figura 5.3) corresponde a la versién del 2007 de Peter Wolf para R.
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En las dos figuras fueron incluidos todos los puntos muestrales, y en la figura 5.2 se identificaron los

outliers.

La figura 5.1 es la salida que se obtiene por defecto para una muestra con 15 o mas datos; pero el programa
permite diferentes opciones, como por ejemplo la inclusién de todos los puntos de la muestra y su
identificacion (clickeando sobre ellos).

Esto corresponde a la primera version.

El programa también calcula las coordenadas de la mediana de Tukey, que para nuestro ejemplo son
(2806.63, 139.513).

El conjunto de datos usado para el ejemplo pertenece a la libreria del S-PLUS. La variable x es el peso y la

variable y el desplazamiento del motor de 60 autos chicos, medianos y grandes.

Como el boxplot en el caso univariado, el bagplot nos permite visualizar diferentes caracteristicas del

conjunto de datos: su posicion (la mediana de Tukey), la dispersion (el tamafio de la bolsa), la



correlacion (la orientacion de la bolsa), la simetria (la forma de la bolsa y la vecindad) y las colas (la
amplitud de la vecindad y los outliers).

4.2 Construccion del bagplot

Para construir la bolsa B, primero se determina el valor de k tal que #D, $|_n/2j <#D, , Y se interpola
linealmente en forma relativa a la mediana de Tukey T.. La bolsa es un poligono convexo.

La valla es obtenida expandiendo la bolsa por un factor 3 relativo a T.. Este valor 3 fue obtenido en base a
simulaciones.

La vecindad contiene todos los datos entre la bolsa y la valla, es decir rodea a la bolsa y contiene a los puntos

que no son outliers.

Cuando las observaciones estan sujetas a una traslacion o una transformacion lineal no singular (por ejemplo
una rotacion), el bagplot es transformado en forma acorde, pues la profundidad es invariante por
transformaciones lineales afines y los conjuntos convexos se transforman en conjuntos convexos. Entonces
los puntos dentro de la bolsa siguen siendo interiores y los outliers siguen siendo outliers. Para observar ésto
al conjunto de datos del ejemplo de la figura 5.1 se le aplicd una rotacion de 90° y 180°, los bagplots
obtenidos son los de la figura 5.4 y 5.5 respectivamente.

Comparando los dos gréficos con el gréfico de la figura 5.1 podemos observar que los outliers siguen siendo

los casos 14, 16, 52, 53 y 60.
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Visualizacion de estructuras de correlacion: ejemplos

Para observar como se reflejan en el bagplot diferentes estructuras de correlacion, se generaron muestras
aleatorias, cada una con 50 datos, de normales bivariadas con distintos coeficientes de correlacion p
programando una funcién en S-PLUS .
Los bagplots obtenidos se muestran en las figuras a y b Podemos observar que cuando p =0 la bolsa es
casi un circulo que se va deformando con forma casi eliptica hasta llegar a un boxplot univariado cuando
p=1l0 p=-1.
La orientacion de izquierda a derecha es ascendente cuando o >0 y descendente cuando o <0.
Podemos observar también en todos los graficos la simetria de los datos por la forma de la vecindad.

En estos ejemplos no hay outliers.
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Otros ejemplos

El siguiente ejemplo corresponde a una muestra de 21 nifios a los que se les registro la edad en meses a la cual
cada uno dijo su primera palabra y el puntaje obtenido en la prueba de Gessell tomada mucho despues. El
propdsito del trabajo fue determinar si la edad de la primera palabra ( x ) podria predecir el puntaje posterior
del test (y ). Los datos se encuentran en el archivo Gessel.txt

Las coordenadas de la mediana de Tukey son ( 11.5594 , 98.262 )

Si observamos podemos decir que existe una correlacion negativa entre las variables x e y , el conjunto de
datos es asimétrico, pues la mediana de Tukey se encuentra en la parte superior izquierda de la bolsa donde la
vecindad es muy estrecha, su forma ademas no sugiere una distribucion eliptica y se observan 3 outliers,

correspondientes a los casos 11, 18 y 19.
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El altimo ejemplo corresponde a Royston y Abrams (1980) que midieron la duracion promedio del ciclo

menstrual en dias (x) y la temperatura basal preovulatoria promedio en °C (y) de un grupo de 21 mujeres

sanas que estaban usando un método de planificacion familiar natural. Los datos se encuentran en el archivo

ejtuckey?2.txt
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