Analisis Funcional - ler cuatrimestre 2002
Espacios de Sobolev

Tenemos que jugar con firmeza, marcarlos en todos lados
y esperar sacar un buen resultado.— Bruce Arena

. Sean 1 < p < oo, I =(-1,1), u(z) = 3(|z| + z), H(z) =1siz >0y H(z) = 0si
no.
(a) Probar que u € WHP(I) y que v’ = H.

(b) Més atn, toda funcién continua en I con derivada continua a trozos en [
pertenece a WhP(I).

(c) H ¢ Whr(I).
. Probar que en cada clase de LP (2) existe a lo sumo una funcién continua.

. Sean 1 < p < 00, (Un)new € W'P((a,b)), u € LP((a,b)) tales que u, — u en
LP((a,b)) v (u')nen es acotada en LP((a,b)). Probar que u € W'P((a,b)) y que
existe una subsucesién tal que u,, — u en W1?((a,b)).

(a) Probar que si u € W'((a,b)), 1 < p < oo entonces u € AC([a, b]).

(b) Probar que si u € W'?((a,b)), p > 1, entonces

b 1/10 1
u(e) — u(y)] < ( / 1u'|pdt) ——

(a) Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H'((a,b)) |f(z)] <
Cllf 1l ((ayy
(b) Mostrar que (a) es falso en Q CC IR?.

(c) Usando el teorema de Arzeld-Ascoli, probar que un conjunto acotado de H'((a, b))
es precompacto en C([a,b]), y por lo tanto en L*((a,b)).

. Supongamos que 2 es conexo y que u € W?(Q) satisface Vu = 0 a.e. en 2. Probar
que u es constante en (2.

. Si I es un intervalo acotado, probar que los polinomios son densos en W1?(I) para
1 < p < 00.;,Qué pasa para p = oo?

. “Resolver” el problema:
—u" +u= fen(0,1),
u(0) =4/(1) = 0.

. Consideremos el problema de Neumann

{—Au+u = f en(

% = 0 en 0f)

donde 90 € Cy f € L*(Q).



10.

11.

12.

13.

(a) Mostrar que u € C%(Q)NC'(Q) es solucién del problema de Neumann si y sélo
si verifica la siguiente formulacion débil:

/Vquodx+/ug0da::/fgoda:
Q Q Q

para toda ¢ € C1(Q) N C(Q).
(b) Mostrar que para toda f € L?(f2) existe una tinica u € H*(£2) solucién débil
de este problema.

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial eliptica de segundo orden:

{ — zn: ;%(aijuzj) +j§:lbjuxj +cu = f enQ
u = 0 end2

donde

(a) a;; € L®(Q) con AE|? < ay(2)&&5, V€ € R, € Q.

(b) c € L>®(Q), ¢(xr) > a>0en Q.

(c) b € L™(Q) N CH(Q) con div(b(x)) = 0 en Q.

Probar que para toda f € L*(QQ), existe una tnica u € Hj () solucién débil del
problema.

Hallar los autovalores y las autofunciones de Au = —u” con las condiciones de
contorno

(a) u(0) = u(l) =0 (Dirichlet)

(b) ¥/(0) = /(1) =0 (Neumann)

(¢) u(0) =wu(l), v'(0) = u/(1) (periddicas)

Verificar en cada caso que la sucesién de autovalores A, tiende a infinito y la sucesién
de autofunciones {e, },cn es base de L?((0,1)).

Consideremos el siguiente problema de autovalores

{—Au = Au enf)

%:O en Of)

donde 9 € C*.

Probar que existe una sucesion 0 = A\; < Ay < -+ < A\p " oo de autovalores del
problema con autofunciones u;, € H'(Q2) donde u; = cte y {uy}32, forman una base
ortonormal de L*(Q2) y una base ortogonal de H'(2).

Se define el p-Laplaciano como Ayu = div(|Vu|P~2Vu) con p > 1 (cuando p = 2,
A, = A). Consideremos el siguiente problema

{—Apu+|u|p_2u = f enQ

u = 0 endN
donde Q C IR" abierto y f € L¥'(Q) (]l? + z% =1).
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a) Probar que u € C?(Q) es soluciéon del problema si y sélo si verifica la siguiente
0 y
formulacién débil

/|Vu\p*2VuV<pd:v+/ |u]p*2ug0dx:/fgoda:
0 0 0

para toda p € C} ().

(b) Probar que si u € W, ?(Q) minimiza el siguiente funcional

U WP Q) — R

1
U(u) = —/ |Vl + |ulP dx —/ fudx
pJo Q

entonces es una soluciéon débil del problema del p-Laplaciano.

(c) Probar que el problema del p-Laplaciano tiene una tnica solucién débil en
WyP(Q).

14. Probar, en cada caso, que ¢ € H'((—1,1))" y hallar v € H'((—1,1)) tal que
P(u) = (u,v):

1

(a) o(u) :/ w(x) sin(x) + u'(x) cos(x) dx

-1
1

(b) ¢(u) :/ u(x) cos(x) + u'(x) sin(x) dx

-1



