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ANALISIS FUNCIONAL

Practica N°3: Principio de acotacién uniforme
Teorema de la aplicacion abierta y del grafico cerrado

1. Sean E y F espacios de Banach, T': E — F lineal. Son equivalentes:
(i) T es continuo.
(ii) T es continuo en 0.

(iii) T es acotado (i.e. ||T| = sup{||Tz|| : ||z]] < 1} < c0)
2. Sean E y F espacios de Banach, T': ' — F lineal. Entonces

1T = sup{||Tz|| : 2 € E, ||z =1}
= sup{||Tz[| : v € E, [[z]] <1}
Tx
= sup{ H||xHH cx € B, x#0}

y o N Tl] < Tl

3. Sea A una matriz simétrica de n x n. Considerar a A como un operador lineal de
IR"™ en IR". Probar que:
(a) Para (IR",||.]|2), probar que ||A]| = max{|\| : A es un autovalor de A}.
(b) Calcular ||A]| si se considera IR" dotado de ||.];.
(c) Calcular ||A]| si se considera IR" dotado de ||.|sc-

4. Operador Shift: Sean 1 <p < oo, S: P — (P, T : (P — (P dados por
5(1'1,1’2,1'3, .. ) = (0,331,.1'2, .. )

T(xy, 9, 3,...) = (T2, T3, Xy, .. .)
(i) Probar que S € L(¢?) y es inyectivo. Calcular ||S||.
(ii) Probar que T' € L(¢?) y es suryectivo. Calcular ||T||.
(iii) TS = I, ST # I.

5. Operadores de Multiplicacion:
a) Si p € C|0,1], sea M, : C[0,1] — C[0, 1] definida por

My(f)=¢f
Probar que M, € £(C|0,1]) y calcular su norma. Si ¢(t) = ¢, probar que M, es un
operador acotado de LP en L” y calcular su norma.
b) Sea ¢ € L*[0, 1], definimos M, : L*[0,1] — L*[0, 1] por M,(f) = ¢ f. Probar:
(i) M, € L£(L?[0,1])

(i) M2 = M, < ¢ es una caracterfstica.
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Operadores integrales: Si k € L*([0,1] x [0,1]), sea K : L*([0,1]) — L?([0,1])
dado por
(K1) = [ ks0) £(0)
Probar que K € L(L?[0,1]) y que | K| < ||k]|2
Sea (au,), una sucesién de numeros complejos, 1 < p < oo, definimos A : 7 — (P
por A((zn)n) = (np),. Probar:
(i) A estd bien definida & o = (a,), € £
(i) A es inyectiva & «, # 0 Vn
(iii) A es un isomorfismo < (chn)n SN
(iv) ANl = [leloa
SiT, S, T 1S eL(X),entonces (T'S)' € L(X)y (TS) =571
Sea X un espacio de Banach y sea A € L(X), ||A]] < 1. Probar que (I + A) es
inversible, (I + A)™' € £(X) y que su inversa viene dada por
(1+4)" = 3 (-1)an
n=0

donde la serie es absolutamente convergente en £(X). Probar tambien que

1

I+ A< .
I1( )l T A

Sea X un espacio de Banach y sea T, T-' € £(X). Probar que si S € L(X) y
|S =TI <1/||T7|, entonces S es inversible, S™' € L(X), y

1711
L= [lS =TT

IS7H =771 <

Sean FE y F espacios de Banach y sean z,,z € E, A,,A € L(E,F) ¥Yn €N. Si
r, — xy A, — A entonces A,x, — Ax

Sean E y F' espacios vectoriales normados, L(E, F') es Banach si y sélo si F' es
Banach.

Sea E un espacio de Banach, sean A,, A, B,,, B € L(FE).
(i) ABI| < [[A[[|B]]
(i) Si A, — Ay B, — B entonces A, B, — AB

Sea E un espacio de Banach, sea P : E — FE lineal tal que P? = P, secan S =
ker(P), T'= R(P). Probar que P € L(F) siy sélosi Sy T son cerrados.

Sean F un espacio de Banach, A,, € L(FE) inversibles, A € L(E) no inversible tales
que A, — A, entonces || A, — oo.

Sean E un espacio vectorial normado, S C E un subespacio de dimensién finita,

entonces 3 Q € L(E)/ Q*=Q, R(Q)=S.
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Sea E el espacio de Banach real L'((1,+00)), sea T : E — FE dado por Tf(t) =
2 f(t). Probar que T es acotado pero no abierto.

(Sug: 0 € T(B(0,1)) no es punto interior)

a) Sean E un espacio de Banach, F' un subespacio de F, S un subespacio de E*.
Probar que:

(i) £+ es un subespacio cerrado de E*.

(ii) S es un subespacio cerrado de E.

(iii)H(F+) = F

(iv) (*9)+ > S

b) Sea s; el subespacio de (> = (¢')* de sucesiones finitas. Probar que (*s;)*

contiene estrictamente a sy

Sean E, I espacios vectoriales normados, T' € L(E, F), z € E, entonces

dist(z, ker(T)) = max{[p(x)]| : € (ker(T))*, gl < 1}
Si E y F son espacios de Banach, T' € L(F, I) entonces T : E/ker(T) — F, dado
por T([z]) = T'(z), es lineal, continuo y ||T|| = || T
DEFINICION: Sea E un espacio de Banach, T' € L(E) se dice acotado inferiormente

siy solo si 3¢ > 0/ || Tx|| > c||z| Vx € E.

Sean F un espacio de Banach, T' € L(FE). Probar que:

(i) Si T es acotado inferiormente entonces R(T') es cerrado.

(ii) T acotado inferiormente y suryectivo si y sélo si 1" inversible.
(iii) Sea V : L?[0, 1] — L?[0, 1] el operador de Volterra, dado por

Vi) = [ f) d
Probar que V' no es acotado inferiormente.

DEFINICION: Sea F, F' dos espacios de Banach, T,,,T € L(E, F). Decimos que T},
converge fuertemente a T si para cualquier z € E se tiene que T,,(xz) — T'(x).

Si T,, tiende fuertemente a 1"y z,, tiende a x entonces T, (z,) — T'(z).

Si T,, tiende a T fuertemente y S,, tiende a S fuertemente, entonces 7,5, tiende a
TS fuertemente.

Sean F, F' dos espacios de Banach. Sean A,, € L(F, F) tales que A, (x) es de Cauchy
para todo x € E. Probar que existe un A € L(F, F) tal que A,, — A fuertemente.

Sea t;, = k/n una particién del intervalo [0, 1], y sea z(t) € C|0, 1]. Se define

n

Ana(t) = 3 a(b)GL()

k=0

w
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donde GZ‘Z( ) — (tito) """ (tftkfl)(t*t]ﬁLl)“..(tftn)

T (te—t0) .- (b —th—1)(tk—tht1) - (b—tn)

a) Demostrar que A,, € £(C0, 1]).
b) Demostrar que [|A,|| = max;cjo,1) >i—o |GL(1)]-

(

(

(c) Mostrar que si p(t) es un polinomio, A, (p) — p.

(d) Supongamos que para cualquier x A,z — x. Deducir que sup,, ||A,|| < +o0.
(

e) Elaborar y calcular en una computadora un algoritmo de || A, || para distintos n.
. Confirma la supociciéon anterior los resultados de los célculos?

En el espacio ¢? se definen los siguientes operadores
Apx = (z1/n, ..., x5 /n, . ..)

Bpx=(0,...,0,2p41,...)

., Cuadl es el cardcter de la convergencia de cada una de las sucesiones?

Sean X e Y espacios de Banach y seaT € L(X,Y). SiT(X) es de segunda categoria,
entonces T'(X) =Y.

Sean X e Y espacios de Banach y sea T' una aplicacién lineal de un subespacio lineal
Dr C X enY. Probar que si Dy y el gréifico de T' (en X x Y') son cerrados, entonces
T es acotado.

Sea X un espacio de Banach con cualquiera de las dos normas || - |1, || - [J2. Si
|zn]l1 — 0 implica que ||z,||2 — 0, entonces las normas son equivalentes.

Definimos en C*(2) (con €2 C IR" un abierto acotado) las siguientes normas:

fulln = sup 3= |D".

0<|a|<m

Denotamos por C*(2) el subconjunto de C*(2) que consiste en todas las funciones
tales que ||ul|,, < oo para todo m > 1. Definimos en C*(Q2) la métrica p(u,v) =
p(u —v,0) dada por

o~ L [ullm

u,0) = —

PO = o Tl

Si P(D) es un operador diferencial con coeficientes constantes, determinar si
P(D) : C*(2) — C*(2) es continuo.



