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Primer Cuatrimestre de 2003

ANALISIS FUNCIONAL

Practica N°9: Calculo funcional

Si H es un espacio de Hilbert, A € L(H) un operador positivo, entonces ||AY2|| =
1Az,

Sean H un espacio de Hilbert, A, B € L(H) operadores positivos tales que AB =
BA, entonces AB es positivo.

Sean H un espacio de Hilbert, A, Sy, Sy, T1, To € L(H) tales que 0 < 51 < T} y
0 <5y <15, entonces
|si2All < I 4]

1512 A8, %] < 1T AT,
Si H es un espacio de Hilbert, A € L(H) un operador positivo, entonces

[Az|* < |Al{Az, 2)

Sea H un espacio de Hilbert separable con base {e,},, sea K € L(H) un oper-

ador compacto positivo con descomposicién espectral Kz = Z AT, en) e, en-
n=1
tonces el operador K'/? es compacto y su descomposicién espectral es K2z =

Z /\711/2(33, €n) €n.
n=1

Sean H un espacio de Hilbert, A, B € L(H) tales que 0 < A < B. Si B es compacto,
entonces A es compacto.

Si H es un espacio de Hilbert, A € £(H) tal que I < A, entonces A'/? es acotado
inferiormente.

Sean H un espacio de Hilbert, A € £L(H). Probar que

A>0«<=3JBeL(H)] A=B'B

Nombre: Si A € L(H), |A| = (A*A)'/?
Sean H un espacio de Hilbert, T' € L(H).

(@) [Tz = | 7]
(b) R(T') es cerrado si y sélo si R(|T']) es cerrado.

Descomposiciéon Polar: Sean H un espacio de Hilbert, 7" € L£(H). Entonces
existe una unica isometria parcial U € L(H) tal que T =U |T| y ker U = ker T
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Sean H un espacio de Hilbert, T" € L(H) con descomposicién polar T = U |T|.
Entonces:

(a) IT| = U* T
(b) Si T es inversible, U es un operador unitario.

(c) Si S : (% — (* es el shift a derecha y S = U |S| es su descomposicién polar,
entonces U no es unitario.

(a) Sean H un espacio de Hilbert, A € £L(H) un operador autoadjunto. Probar que
existen Unicos operadores positivos AT y A~ en L(H) tales que A = AT — A~
y ATA”™ = A A" = 0. Ademas ||Al| = max{||AT|, [|A~||}.
(Sug: Considerar las funciones f*(t) = max{t,0} = 3(|t| +¢t) y /(1) =
max{—t,0} = 1(|¢|—t), para la unicidad recordar que |t| se aproxima uniforme-
mente sobre compactos de IR por polinomios reales sin término independiente)

(b) Si ¢ € L*®[0,1] a valores reales, y M, € L(L?*[0,1]) es el operador de multipli-
cacién, hallar M} y M7

Sean H un espacio de Hilbert, A € £L(H). Probar que:

(a) A=R(A)+iI(A), donde R(A) = A4 F(A) = 452 son operadores autoad-
juntos.

(b) A es combinacién lineal de a lo sumo 4 operadores unitarios.

(Sug: Si A* = A, ||A]] < 1, usar f(t) = t+iv1—t> € C(o(A)) y que

Sean H un espacio de Hilbert, A € £(H) un operador positivo. 0 ¢ o(A) si y sélo
si existe B € L(H) autoadjunto tal que A = eb.

Sean H un espacio de Hilbert, A € L(H), tal que 0 < A < I. Entonces {AY"}, es
una sucesion creciente en £(H) y Vn, 0 < AV < 1.

Sea H un espacio de Hilbert, sea ¢ : L(H) — L(H) lineal tal que ¢(I) = I,
P(AB) = p(A)p(B) y »(A") = ¢(A)". Entonces:

(a) VA € L(H), o(p(A)) Ca(A)y [le(A] <[A]

(b) Si A e L(H) es autoadjunto y f € C(c(A)) entonces ¢(f(A)) = f(¢(A))

(c) Siy esinyectivay A € L(H) es autoadjunto entonces o(p(A)) = o(A).
(Sug: Si no coinciden los espectros, debe existir f € C(0(A)) no nula, tal que
Flotoay = 0)

(d) Si ¢ es inyectivay A € L(H) entonces ||p(A)| = ||A].



