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Andlisis Funcional - 1° cuatrimestre 2004
PRACTICA 5
TOPOLOGIAS DEBILES

. Sean F un espacio de Banach, x,,x € E, ¢,,po € E'. Si z, — x débilmente y

©n — @ entonces p,(z,) — p(z).
Sean F un espacio de Banach, x,,z € E. Si x, — x entonces x,, — x débilmente.

Sean E un espacio de Banach, z,,z € FE. Si z,, — x débilmente, entonces existe
una sucesién de combinaciones convexas de {z,} que tiende fuertemente a z.

Sean F un espacio de Banach, z, € E. {z,}, converge en E si y sélo si {z,}n
converge débil y uniformemente en {p € E': ||¢]| < 1}.

. Sea E un espacio de Banach de dimensién infinita, sea S = {z € E : ||z| < 1}.

Probar que en (E,o(FE, E')), S tiene interior vacio.

. Sean F un espacio de Banach, ¢,,p € E', tales que ¢, — ¢ débil *. Probar que

llon|| estd acotada y que ||| < liminf [|@,||.

. Sean E un espacio de Banach, z,,z € E, ¢,,,p € E'. Si ¢, = ¢ y z,, — = entonces

Pn(Tn) = @(z).
Sean E un espacio de Banach, ¢,,,p € E'.

(a) Yn — @ = @n — @ débilmente = ¢, = ¢ débil *.

(b) Si dim E < oo, las tres convergencias son equivalentes.
Definamos ¢, : E — C por @, (1, x2,...) = Tp.

(a) Si E = ¢2 probar que ¢, — 0 débil *. ;Es cierto que ¢, — 0 fuertemente?

(b) Si E = (> probar que ¢,, € Bgr,Vn € N pero que (¢, )nen O tiene ninguna sub-
sucesién débil * convergente. ;Contradice esto el hecho de que (Bg,0(E', E))
es compacta?

Sean ¢, : C'([—1,1]) — C definidas por

Probar que ¢,, = 0 pero ¢, 4 0.
Sil<p< oo, en (P seae” dado por (e"), = . Probar que:

(a) Sil<p<oo,e®”—=0,e" 40
(b) Sip=1,e* 20, " A0, e" /0

Sean 1 < p < oo, 2™,z € (P. Entonces

2" = x <= supllz"|, <oo A lim 2z} =z VEk
n—oo
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(a) Sil<p< oo, n € LP0,1]. Entonces

O — p <= sup||¢nll, <00 A / cpn(t)dt—>/ e(t)dt Va € [0,1]
0 0

(b) Si ¢, (t) = sin(nnt) € L?[0,1], probar que ¢, — 0 pero ¢, # 0.

Sean ¢, € L>[0,1], M, ,M, € L(L?[0,1]) los operadores de multiplicacion.
Probar que

pn = @ = M, (f) = My(f) Vf € L*[0,1]
C10,1] es cerrado en L*>[0, 1] en || ||o pero no en la topologia débil * o(E', E).

Ti+..+Tn
n

Sea, para cada n €N, ¢,, : ¢cg — C definida por ¢, (z) =

(a) Probar que, Vn €N, ¢,, € ¢ y calcular su norma.

(b) Probar que ¢, — 0y que @, /4 0.

(© &> “oh) > Hpn@l) DD g pal) D .., v son todos
isométricamente isomorfos entre si. jOcurre lo mismo con *({¢;}32,)?

Sean E un espacio de Banach, J : F — E” la inclusién canénica.

(a) J(Bg) es fuertemente cerrado, donde Bp es la bola unidad cerrada de E.

(b) Dar un ejemplo en el que J no sea suryectiva.

Sean E y F espacios de Banach, A, € L(E, F). Si para cada z € E y para cada
¢ € F' la sucesion {p(A,x)} estd acotada, entonces {||A,||} estd acotada.

Sean F un espacio de Banach reflexivo, ¢ € F'.

(a) Probar que existe z € E,x # 0 tal que p(z) = ||¢|| ||zl
(b) Si M es un subespacio cerrado propio de E’, existe x € * M, ||z|| = 1 tal que
p(x) = d(p, M)

Si E es un espacio de Banach separable y {y,} es una sucesién acotada en FE’
entonces existe una subsucesién {y,, }» débil * convergente.

(Sug: Si {zx} es denso en E, {¢,(x1)}, tiene subsucesién convergente {¢n, (1) }n,,
también, {¢y,, (z2)}n, tiene subsucesiéon convergente {¢n,(z2)}n,, seguir inductiva-
mente y ver que {¢,, }» es débil * convergente)

Sea F un espacio de Banach reflexivo.

(a) Si{x,}, estd acotada en E, entonces tiene una subsucesién débil convergente.
(Sug: tomar S el subespacio cerrado generado por {x,},, ver que S’ es sepa-
rable, usar ejercicio anterior e inclusién canénica en el bidual)

(b) Si {®n}. estd acotada en E’, entonces tiene una subsucesién débil * conver-
gente.

Si E/ es un espacio de Banach de dimensién infinita separable o reflexivo, existe
{on} € E', |lon]l = 1 tal que @, — 0.



