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PRACTICA 8
OPERADORES COMPACTOS — ESPECTRO DE UN OPERADOR

1. Sean E'y F espacios de Banach, T' € L(E, F'). Son equivalentes

(a) T es compacto.
(b) T(A) es compacto, para todo conjunto acotado A C E.
(c) Para toda sucesion (x,,)nen acotada, (T2, ),eny admite una subsucesién conver-

gente.

2. Sean E'y F espacios de Banach, T' € L(E, F). SiT es compacto entonces V z,,,x € F
tales que z,, — x se verifica que T'(z,,) — T'(x).

3. (a) Sea E un espacio de Banach. Si dim E' = oo, Id : E — E no es compacto.

(b) Sean E'y F espacios de Banach, T' € L(E, F). Sidim F = oo y T es compacto,
entonces 1" no es inversible.

4. Sea T : (? — (? dado por T(x) = (@nTp)nen, donde 1 < p < 00y () nen € €.

(a) T es compacto siy sélo si o, — 0

(b) R(T) es cerrado si y sélo si (i)neN es acotada (considerando sélo los n tales
que oy, # 0).

(¢) Si o, — 0, hallar (7).

(d) Hallar o(T') en el caso general (a,, € £*°).

5. Sean F y F espacios de Banach, T' € K(FE, F).

(a) Si existe S C R(T) subespacio cerrado entonces dim .S < 0.
(b) Si R(T') es cerrado entonces dim R(7") < oo.

(c) Sidim E = oo, entonces existe (x,)neny € E tal que ||z, =1 Vny Tz, — 0.
Sugerencia. T acotado inferiormente = R(T") cerrado.

6. (a) Si T € L((? (") entonces T es compacto. Sugerencia. Recordar que en (',
Tp — X &S T, — .

(b) Sea i : /' — (% la inclusién. ;Es i compacta?

(c) Probar que la inclusién, i : C*([0,1]) — C([0,1]) es compacta.
7. Sean k € C([a,b] x [a,b]) y K : Cla,b] — C|a,b] dado por

(K )(x) = / ke, y) ) dy

Probar que K es un operador lineal acotado y compacto. Sugerencia. Arzela-Ascoli.

8. Sean k € L*([0,1] x [0,1]) y K € L(L*([0,1])) el operador integral. Probar que:

(a) Si (en)nen es una base de L2([0, 1]), entonces (€ (,y) = €n(2)em(y))nmen €S
una base de L*([0,1] x [0, 1]).
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(b) Si k(z,y) Z @i fi(2)g;(y), con a;; € C, f;,9; € L*([0,1]) entonces

i,7=1
dim R(K) < N.
(¢) Sik, — ken L*([0,1] x [0,1]), entonces K,, — K en L(L*([0,1])).
(d) Si k(z,y) Z Qpmen(T ) v kn(z,y) Z Qpmen(x)en(y), entonces
n,m=1 n,m=1

kxy — ken L2([0,1] x [0, 1]).

(e) Deducir de todo lo anterior que K es compacto.

Sean U € R™ un abierto acotado, ¢ € C(U) y M, € L(C(U)) el operador de
multiplicacion.

(a) Dar condiciones necesarias y suficientes para que M, sea inversible.
(b) Calcular o(M,,)

(c) Dar condiciones necesarias y suficientes para que M, sea compacto.

Sean E' y F espacios de Banach. Si Ve > 0y VK C E compacto 3T € L(F) tal
que dim R(T') < oo y sup ||Tx — z|| < €, entonces para todo operador A € IC(F, E)
zeK

existen operadores A,, € L(F, E) tales que dim R(A,) < oo Vn e Ny A, — A.

Sean F un espacio de Banach y T' € L(F). Probar que o(T") = o(T*) (conjugado
de).

Sil<p<oo,sean Sy T en L(¢P) los shifts a derecha e izquierda respectivamente.

(a) Probar que o(T) = {\ € C / |A\] < 1} y que si |A\| < 1 entonces A es un
autovalor.

(b) Calcular o(S)

(c) Probar que S no tiene autovalores.
Sean E un espacio de Banach, T' € L(F).
(a) Si A € o(T) entonces A" € o(T™) Vn € N.
(b) Si T es inversible y A € o(T) entonces A\™! € o(T™1)
Sil<p<oo,seaT : P — (P dado por
T(zy,x9,3,...) = (0,21,0,23,0, 25, . ..)

(a) Probar que T no es compacto.
(b) Probar que T? sf es compacto.
(c) Calcular o(T)

Sea ¢ € L*>[0,1] y sea M, € L(L?[0,1]) el operador de multiplicacién. Hallar o(M,,)
en los siguientes casos:

(a) ¢ continua en [0,1].
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