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Anadlisis Funcional - ler cuatrimestre 2004
PRACTICA 9
ESPACIOS DE SOBOLEV

. Sean 1 <p < oo, I =(-1,1), u(z) = :(|z| +z), H(z) =1siz >0y H(z) =0 si

no.

(a) Probar que u € W'?(I) y que v’ = H.

(b) Més atin, toda funcién continua en I con derivada continua a trozos en [
pertenece a WhP(I).

(c) H g Whr(I).

. Probar que en cada clase de LP (2) existe a lo sumo una funcién continua.

. Probar que W1?(I) es un espacio de Banach, cualquiera sea el intervalo I.

Sean 1 < p < 00, (Up)nen C WH((a,b)), u € LP((a,b)) tales que u, — u en
LP((a,b)) v (¢ )nen es acotada en LP((a,b)). Probar que u € W?((a,b)) y que
existe una subsucesién tal que u,, — u en W'?((a,b)).

Probar que si u € W'((a,b)), p > 1, entonces

1/p

uta) —ut) < ([ Wrar) e o

(a) Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H'((a,b)) |f(z)] <
Cllf L ay

(b) Usando el teorema de Arzeld-Ascoli, probar que un conjunto acotado de H'((a, b))
es precompacto en C([a,b]), y por lo tanto en L?((a,b)).

Si I es un intervalo acotado, probar que los polinomios son densos en W1P(I) para
1 < p < 00.;,Qué pasa para p = oo?

Probar que toda funcién lipschitziana en un intervalo (a, b) es derivable en casi todo
punto de (a,b).

Probar que C°(I) es denso en WP(I) si y s6lo si I =R (I es un intervalo de R no
necesariamente acotado).

DERIVACION DE UN PRODUCTO. Sean u,v € WP(I) con 1 < p < co. Entonces
wv € WH(I) y (uwv) = u'v+uv’. Ademds vale la férmula de integraciéon por partes

X @ X
/ wv = v —/ wv'.
Yy 4 Yy

DERIVACION DE UNA COMPOSICION. Sea G € C'(R) tal que G(0) = 0, y sea
u € WHP(I). Entonces Gou € WH(I) y (Gou) = (G ou)u'.

“Resolver” el problema:

{ —u" +u= fen(0,1),
u(0) = /(1) = 0.
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Resolver el problema de Dirichlet no homogéneo

{ —u"+u= fen (0,
uw(0) =a, u(l) =4

siendo (a) f € L*((0,1)), (b) f € C([0,1]).

1),

Demostrar la siguiente desigualdad de Poincaré: Existe una constante C' tal que
lull 22 @@y < Cllwll 2 (ay

para toda u € H'((a,b)) tal que fabu =0.

Consideremos el problema de Neumann

{ —u"+u=f en (a,b)
uw'(a) =u'(b) =0

con f € L*([a,D]).

(a) Mostrar que si u € C?((a,b))NC*([a,b]) es solucién del problema de Neumann
entonces se verifica verifica la siguiente formulacion débil:

b b b
/u’gp’dx+/ ug0d$:/ feodx

para toda ¢ € C*((a,b)) N C([a,b]).

(b) Mostrar que para toda f € L?((a,b)) existe una tinica u € H'((a, b)) solucién
débil de este problema.

Sea f € L?((a,b)). Probar que el problema de Neumann

{ —u" = f en (a,b)
uw'(a) =u'(b) =0

tiene tnica solucién u € H'((a, b)) con f;u = 0.

Hallar los autovalores y las autofunciones de Au = —u” con las condiciones de
contorno

(a) u(0) =u(1l) =0 (Dirichlet)
(b) ¥/(0) = /(1) =0 (Neumann)
(¢) u(0) =wu(l), u'(0) =u'(1) (periddicas)

Verificar en cada caso que la sucesién de autovalores A, tiende a infinito y la sucesién
de autofunciones {e, }nen es base de L?((0,1)).

Considerar el problema de Sturm-Liouville no simétrico

{ —(pu) +rv'+qu=f en (0,1)
u(0) =u(l) =0

con p € C'([0,1]),q € C([0,1]), f € L*((0,1)), y con p(x) > a > 0,Vz € [0,1].
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(a) Probar que si ¢ — 37" > 0 en [0, 1] entonces existe tinica solucién del problema
en H}((0,1)).

(b) Probar que si ¢ > 0 entonces existe unica solucién del problema en Hg((0,1)).
. Cudl es el problema de minimizaciéon asociado? Sugerencia. Si R es una
primitiva de g multiplicar la ecuacién por & = e~ para trasformar el problema
en uno simétrico.

19. Se define el p—Laplaciano como Apu = (|u/[P~?u') con p > 1 (cuando p = 2,
A,u = u"). Consideremos el siguiente problema

{ —Apu+ ulP~?u=f en (a,b)
u(a) = u(b) =0

con f € L*((a,b)) (% + L =1).

p

(a) Probar que u € CZ((a,b)) es solucién del problema si y sélo si verifica la
siguiente formulaciéon débil

b b b
/|u’|p_2u'<p'dx+/ |u|p_2ug0da::/ fedx

para toda ¢ € Cj((a,b)).

(b) Probar que si u € Wy ((a,b)) minimiza el siguiente funcional

U WyP((a,b)) — R

1 /b b
(u) :-/ |u/|”—|—|u|pdx—/ Fudz
P Ja a
entonces es una solucién débil del problema del p—Laplaciano.
(c) Probar que el problema del p—Laplaciano tiene una tnica solucién débil en

W ((a,b)).

20. Probar, en cada caso, que ¢ € H*((—1,1))" y hallar v € H'((—1,1)) tal que
¢(u) = (u,v):

1

(a) o(u) :/_ u(x)sin(z) + u'(x) cos(z) dx

1

(b) b(u) = /_ () cos(z) + () sin(z) dz

1



