Analisis Funcional - Primer cuatrimestre de 2005

Practica 4 - Espacios de Hilbert

1. Probar que son espacios de Hilbert:

a) Cm", con producto escalar (z,y) = Z LY
k=1

b) (2, con producto escalar (z,y) = Z LTy
k=1

¢) L*(X), donde (X,>", 1) es un espacio de medida, con producto escalar
()= [ fadu
X

2. Si H es un espacio vectorial y a : H x H —C es sesquilineal y hermitiana, vale la
formula de polarizacion, Vr,y € H:

1
wa)z1{Mx+%x+y%—dw—%x—y%H%WVH%x+aD—a@—uhx—WH}
En particular, en H Hilbert, Vz,y € H:

1 . . .
(,y) = 7{ o +yl2 = llz =yl +i(llz + iyl = le —iwl1*) }

3. a) Sea (E,| ||) un espacio de Banach. Probar que existe un producto escalar que
induce la norma de E (y que hace de E un espacio de Hilbert) si y solo si || ||
verifica la identidad del paralelogramo:

lz+yl* + lle =yl =2(lz” + lyI*)  VzyekE

b) (P |lp), sip# 2y (C[0,1],]| ||s) no son espacios de Hilbert.
4. Sea H un espacio de Hilbert y sea {e,}, un conjunto ortonormal. Son equivalentes:

a) {en}n es ortonormal maximal.
b) Sixz € H, xle, Vn,entonces z = 0.

5. Ortogonalizacion de Gram-Schmidt: Sea H un espacio de Hilbert y supongamos que
{b,} es un subconjunto linealmente independiente de H que genera un subespacio

denso en H.

a) Definamos e; = HZ—N y, una vez definido e,

n

b1 — Z<bn+17 €k> €k

o k=1
en—i-l — n

I = 3 (s, ) el

k=1

Probar que {e, },, es una base de H.

1



b) Si{f.}n esun conjunto ortonormal tal que para cadan € N, existen Ay,..., \, €
n
C, con A\, # 0, tales que f, = Z)‘i b; entonces f, = «,e,, con a, €C,
i=1
la,| =1 Vn.

Desigualdad de Bessel: Sea H un espacio de Hilbert y sea {z,,}°°; C H un conjunto
ortonormal. Probar que

N
a) Vo€ Hyparacada N €N, Y |(z,z,) < ||
n=1
b) VeeH, Y |{x,z,)|” converge y > [(w,z,)[* < [|z]*
n=1 n=1

Sea H un espacio de Hilbert, si {e,}°°; es una base de H entonces Va € H vale:

a) = Z(ac,en) en
0) lall® = Iz el
¢) Siye H, (z,y)= Z(x, en) (Y, en)

a) Probar que {€"},en C €% dado por (e"); = 07 es una base de (2.

b) Probar que {3%

¢) Probar que {\%, cos(nmx), sin(nrz)}°, es una base de L?*[—1,1] considerado
como R espacio vectorial.

nt

:n € Z } es una base de L*[—m, .

a) El conjunto {1,z,2?, ...} es linealmente independiente y genera un subespacio
denso en el espacio de Hilbert real L?[—1,1]. Su ortogonalizacion de Gram-
Schmidt {e, },en satisface que

. (2) = (2n+ 1)1/2 P.(2)

2

donde P,(z) = 51— (-L)"(2* — 1)" son los polinomios de Legendre.

b) El conjunto {z"e **/> : n > 0} es linealmente independiente y genera un
subespacio denso en el espacio de Hilbert real L?*(—oo, 00). Su ortogonalizacion

de Gram-Schmidt {e, },.en satisface que

1

_ —x2/2
en(x) = N H,(x)e
donde H,(z) = (—1)"e* (%)HG_IQ son los polinomios de Hermite y H/ =
2n Hn—1~



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sean H y K espacios de Hilbert. En H x K definimos

((h1, k1), (ho, k) = (ha, ho)m + (k1 ko) i

Probar que (H x K, (, )) es un espacio de Hilbert, y que H x {0} y {0} x K son
cerrados y ortogonales en H x K.

Sean H un espacio de Hilbert, S C H un subespacio cerrado propio.

Probar que existe x € H — S tal que z LS.
Si St ={x € H:x1S} entonces S* es un subespacio cerrado y S & S+ = H.

)
)
) (st=s
)
)

a

o (o

S

Dar contraejemplos de (b) y (¢) si S no es cerrado.

Sean H un espacio de Hilbert, D C H un subconjunto. El subespacio generado
por D es denso en H siy solo si se verifica

a
(x,y) =0 Yye D=a2=0

b) En (? sea S = {x €. Za:n = O}. Probar que S es denso en (2.
n=1
Sean S y T subespacios cerrados y ortogonales de un espacio de Hilbert H. Probar
que S @ T es cerrado.
Sean H un espacio de Hilbert, z,,,z € H.

a) x, — xsiysolosi(z,,y) — (r,y) YyeH

=)

Si {e,}, es una base de H entonces e, — 0
¢) Siz, —xy || — || entonces z, — x

)
)
)
d)

. w . , . »,
Si {en}n es una base de H entonces x, — x si y solo si (), esta acotada y
(T, em) — (T,em) Ym €N
. w . ., . . L
e) Siz, — =z, entonces existe una subsucesion Zn, tal que su media aritmética
2k = %(xm + -+ x,,) verifica que 2z, — .
Si {zn }nen es un conjunto ortogonal en un espacio de Hilbert H, son equivalentes:
a) Y2, converge.
b) D7, x, converge débilmente.

&) Y5, llan? converge.

Si {2, }nen es un sistema ortogonal completo en un espacio de Hilbert H y {y, }nen
es una sucesion ortogonal en H que verifica

(0]
Z ||xn - yn||2 < 1’
n=1

entonces {y, tnen €s también completo.
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22.

Familias sumables.

Sean E un espacio de Banach, (x;);c; una familia en E.

Deﬁnici()nzz x; es de Cauchy si y solo si Ve >0 AF C I, F finito, tal que si Gy
el
y Gy son subconjuntos finitos de I que contienen a F entonces

Dol

i€Gq i€Go

<é€

Probar que la siguiente definiciéon es equivalente a la anterior: Ve > 0 dF C I, F
finito, tal que si F' C G C I, G finito, entonces

|5

1€EG—F

<é€

Deﬁnicién:z r,=z (xr €F)siysdlosiVe>0IF C I, F finito, tal que si
icl
F cGc I, G finito, entonces

|5n <

En este caso se dice que la familia es sumable.

En un espacio de Banach E, Z x; es de Cauchy si y solo si (z;);c; es sumable.

icl
Six= in, Yy = Zyi, A €C, entonces
iel iel
Tty = Z(a:i—i—yi) AN A= Z(Axl)
icl iel

Six = th y € H, con H Hilbert, entonces

el

<.’L’, y) = Z<$“ y>

iel

Si sz es de Cauchy entonces {i € I : z; # 0} es a lo sumo numerable.
icl

2(I) = {(x;)ier CC: Z lz;]* < o}, con (x,y) = sz Y;, es un espacio de Hilbert.
iel iel
(enunciar y probar Holder para que el producto escalar esté bien definido)
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Pitagoras: Sea (z;);cr una familia ortogonal en un espacio de Hilbert H. (z;)cs es
sumable si y s0lo si (||z;]|*)ic; es sumable y en tal caso

|Za ] = Tt

el el

Desigualdad de Bessel: Sea H un espacio de Hilbert. Si (z;);c; es una familia orto-
normal en H y x € H entonces (|(z,7;)|?)icr es una familia sumable y

DNz < Jal?

el

Demostrar que todo espacio de Hilbert H admite una base y que dos bases cuales-
quiera son coordinables.

a) Un espacio de Hilbert es separable si y solo si todo sistema ortonormal es a lo
sumo numerable.

b) Si#(I) > Ry, £*(I) no es separable.
Sea H un espacio de Hilbert.

a) Si (z;)ier es una base de H, entonces Vo € H

r=Y (wayz A z)P =D [,

el 1€l

b) Si (z;)ics es una base de H, entonces H es isométricamente isomorfo a £2(1).

¢) Todo espacio de Hilbert separable de dimensién infinita es isométricamente
isomorfo a (*(N).

Otros ejemplos: Espacios de Sobolev

Sean f,g € L?(a,b), decimos que f' = g en sentido débil si

b b
/ F (@)@ (@)dz = — / g(2) () ¥ ¢ € Cllab]

Definimos el espacio de Sébolev H'[a, b]

H'(a,b) = {f € L*(a,b) : 3 g € L*(a,b) tal que f' = g en sentido débil }

a) Probar que H'(a,b) es un espacio de Hilbert si definimos el producto escalar

(fr9)=(f,9)+(f,9)

b) Probar que si f' = 0 en sentido débil, entonces f es constante en casi todo
punto.

¢) Probar quesi f € H'(a,b) y F(z) = [ f'(z) entonces f — F'(z) es constante
en casi todo punto.



29.

30.

31.

d) Concluir H'(a,b) puede identificarse con el conjunto de las funciones f que
son absolutamente continuas en [a, b] tales que f'(x) (que existe en casi todo
punto) esti en L*[a, b].

e) Sife€ HY(a,b)y z,y€ (a,b) entonces:

)= st < oo (o)

De manera similar definimos el espacio de Sobolev H¥[a,b] como el conjunto de
aquellas funciones de L?(a,b) tales que fY9) € L? para 0 < j < k. Probar que el
producto escalar:

k

(frg) =D (V. 99)

=0
hace de H*(a,b) un espacio de Hilbert.

Sea H}, (0,2m) el subespacio de las funciones de H*(a,b) tales que f y sus derivadas

hasta el orden k son 27 periodicas:

fOW0) = fPem)Vio<j<k

a) Probar que f € HE (a,b) siy solo si sus coeficientes de Fourier fn verifican
que

> i) < o

neL

(Sugerencia: ; Qué relacion existe entre los coeficientes de Fourier de f y los
de f''7)

b) ; Como se podria definir H*(a,b) para s € Ryq ?

Convergencia puntual de Series de Fourier

La serie de Fourier de una funcion integrable f(x) definida en (0, 27) es la serie

o0

. 1 27 ‘
s(z) = Z A€ ™ donde a,, = %/ Fly)e™™ dy.
0

m=—0o0

Sea s,(f)(z) =" ame™, f(z+2m) = f(z) (0 <z < 27).

a) Probar que
1 2
W) =57 [ fu+ o)D)

donde D, es el nicleo de Dirichlet dado por:

sin(n + 1)z
1

S1n §ZL‘

Dy (x) =



b) Probar que si f verifica la condicion de Dini en el punto xg:

I

para algtin 6 > 0, entonces s,(f)(xg) — f(zo).

flzo+1t) — f(x)
t

dt < oo

Sugerencia: utilizar el siguiente Lema de Riemann-Lebesgue: si f € L'[0, 27]
entonces

b
/ f(z) sen(wx)dx — cuando |w| — oo

32. Sea X = {f € C([0,2n])| £(0) = f(2m)}.

a) Probar que X es un espacio de Banach.

b) Probar que el funcional lineal 7, : X — R dado por

es acotado y
1 2m
Tl =5 [ 1Duta)]do.
T Jo
¢) Probar que [|T,|| — oo. (Sugerencia: |sin 3| < )

33. Probar que existe una funcion continua f(z) en 0 < z < 27, con f(0) = f(27), tal
que su serie de Fourier diverge en x = 0.

Sugerencia: Usar el problema anterior y el Teorema de Banach-Steinhaus.



