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AnaAlisis Funcional - 1° cuatrimestre 2005
PRACTICA 5
TOPOLOGIAS DEBILES

Sea E un espacio de Banach, sean z,,,z € E tales que z, — x. Probar que ||z,||
esta acotada y que [|z| < liminf ||z,

(Sug: usar Principio de Acotaciéon uniforme y la inclusion canoénica en el bidual)
Sean E un espacio de Banach, z,,2 € E, p,,,p € E'. Siz, — 2y ¢, — ¢ entonces
en(Tn) — ().

Sean E un espacio de Banach, x,,z € E.

a) Sim, — x entonces x, — .

b) SidimFE < oo, z, — T < T, — .

a) Sea F un espacio de Banach, ¢ : E — C lineal. ¢ es continua si y s6lo si ¢ es
continua de (E,w) en C.

b) Sean E'y F espacios de Banach, T : E — F lineal. T es continua si y solo si T

es continua de (E,w) en (F,w).

. . w . .,
Sean F un espacio de Banach, x,,z € F. Si x,, — x entonces existe una sucesion
de combinaciones convexas de {z,,} que tiende fuertemente a z.

Sean F un espacio de Banach, z,, € E. {x,}, converge en E si y solo si {z,},
converge débil y uniformemente en {p € E' : [|¢|| < 1}.

Sea E un espacio de Banach de dimension infinita, sea S = {x € E : ||z|| < 1}. En
(E,w), S tiene interior vacio.

Sean F un espacio de Banach, ¢,,p € E’, tales que ¢, v, ¢. Probar que ||@,||
esta acotada y que ||| < liminf ||@,]|-

Sean F un espacio de Banach, x,,,x € E, ¢,,¢ € E'. Si ¢, v, Yy x, — x entonces
Pn(Tn) = @(z).

Sean E un espacio de Banach, ¢,, ¢ € F'.

a) On— P = Pp — O = Py — P

b) Sidim E < oo, las tres convergencias son equivalentes.

Definamos ¢, : E — C por ¢, (21, xa,...) = Tp.

a) Si E = (? probar que ¢, “ 0. ion — 07

b) Si E = (> probar que ¢, € Bg,Vn € N pero que (p,),en 10 tiene ningu-
na subsucesion w*-convergente. ;Contradice esto el hecho de que (Bg/, w*) es
compacta?
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Sean ¢, : C([-1,1]) — C definidas por

Probar que ¢, 50 pero ¢, /4 0.

Sil<p<oo,en P seae” dado por (e"); = 6}. Probar que:
a) Sil<p<oo, e —50,e" A0

b) Sip=1,e" 250, e A5 0, e A0

Sean 1 < p < oo, 2™,z € (P. Entonces

" > x <= sup ||2"]|, <co A lm z} =z Vk
a) Sil<p<oo, @€ LP[0,1]. Entonces

on o g sl <00 A [ ettt — [ ot Vae o
0 0

b) Sip,(t) = sin(nrt) € L?[0, 1], probar que ¢, — 0 pero ¢, # 0.

Sean ¢,,p € L*[0,1], M,,,M, € L(L?0,1]) los operadores de multiplicacion.
Probar que

P —— 0 = M, (f) = My(f) Vf € L0,1]
C'[0,1] es cerrado en L0, 1] en || || pero no en la topologia w*.

Sea, para cada n €N, ¢, : ¢cg — C definida por ¢, (1) = L=t

a) Probar que, Vn €N, ¢, € ¢ y calcular su norma.
b) Probar que ¢, 50 v que ¢, A 0.

¢) 2 “Hei}) O “{enwe}) 2o D (1, 0n}) O ..,y son todos
isométricamente isomorfos entre si. ; Ocurre lo mismo con °({y;}7°,)7

a) Si E es un espacio vectorial, fi,..., fn, f : E —C son transformaciones lineales
tales que N, ker(f;) C ker(f), entonces f € ({fi}:)
b) Si E es un espacio de Banach, f : E/ — C es lineal y w*—continua, entonces

existen ¢ > 0, zy,...,x, € F tales que

|f(p)] < cméx |p(z;)| Ve E

1<i<n

¢) Si E es un espacio de Banach, f : E/ — C es lineal y w*—continua, entonces
existe x € F tal que f(p) = p(z) Vo€ E

Sean F un espacio de Banach, J : E — E” la inclusién canoénica.

a) J(Bg) es fuertemente cerrado, donde Bg es la bola unidad cerrada de E.

b) Dar un ejemplo en el que J no sea suryectiva.
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Sean E y F espacios de Banach, A, € L(F,F). Si para cada x € E y para cada
¢ € F' la sucesion {¢(A,x)} esta acotada, entonces {||A,||} esta acotada.

Sean E un espacio de Banach reflexivo, ¢ € F'.

a) (i) Probar que 3z € B,z # 0 /o(z) = |||l [|l|
b) (ii) Si M es un subespacio cerrado propio de E', 3x € °M, ||z|| =1/ p(z) =
d(p, M)

a) Sea F un espacio de Banach tal que E’ es separable, entonces E es separable.

(Sug: Si {p,} es denso numerable en {p € E'/||¢| = 1}, tomar {z,} € E,
|z,]| = 1 tal que |@,(x,)] > 2 y ver que ({z,}) es denso en E)

b) Dar un ejemplo de E separable tal que E’ no sea separable.

Sean E un espacio de Banach, S C FE un subespacio cerrado. Probar que F es
separable si y solo si S'y E/S lo son.

Si E es un espacio de Banach separable y {¢,} es una sucesion acotada en E’
entonces existe una subsucesion {y,, }r w*—convergente.

(Sug: Si {1} es denso en E, {¢,(z1)}, tiene subsucesion convergente {@,, (1) }n,,
también, {,, (72)},, tiene subsucesion convergente {p,,(2)}n,, seguir inductiva-
mente y ver que {¢,, }n es w*—convergente)

Sea F un espacio de Banach reflexivo.

a) Si{x,}, estd acotada en E, entonces tiene una subsucesion w—convergente.

(Sug: tomar S el subespacio cerrado generado por {z,},, ver que S’ es sepa-
rable, usar ejercicio anterior e inclusion canoénica en el bidual)

b) Si{¢n}n estd acotada en E’, entonces tiene una subsucesion w*—convergente.

Si E es un espacio de Banach de dimension infinita separable o reflexivo, existe
{p,} € E', ||on]l = 1 tal que @, — 0.

Sea F un espacio de Banach separable, y (z,,)neny un conjunto numerable denso en
Bpg. Probar que la topologia débil* en B puede darse mediante la métrica

d(:v’,y’) _ Z |x/<xn)2_ny/(xn)‘

Sea H}[0,1] = {u € H'(0,1) : u(0) = u(1) = 0} (siendo H' el espacio de Sobolev
introducido en la practica anterior) y (uy).y C H'(0,1). Probar que si u, — u,
entonces existe una subsucesion wu,, tal que u,, — w en C|0,1] (Esto dice que la
inclusion i : H[0,1] — C[0, 1] es un operador compacto)

Consideramos la funcional no lineal J : Hj(0,1) — R dada por:

s =3 [e@ra - [ e

donde f € L?[0,1].



Probar que J es débilmente semicontinua inferiormente. (o sea: semicontinua
inferiormente en la topologia débil de H})

Probar que J(u) — 400 si ||u|| g2 — +o0.

Concluir que J tiene un minimo. Probar que la uy que realiza el minimo es
solucion débil de —u” = f, con las condiciones de frontera u(0) = u(1) = 0.
(Sugerencia: si up es un punto donde J alcanza el minimo, la funcion de la
variable real g(t) = J(ug + tp) tiene un minimmo en ¢ = 0. Calcular ¢'(0).)

Si f € C[0,1], ug resuelve —u” = f en sentido clasico.



