Analisis Funcional - 1° cuatrimestre 2007
PrAcCTICA 2
FUNCIONALES LINEALES - TEOREMA DE HAHN-BANACH

1. Si F un espacio vectorial, ¢ : E'—C lineal, ¢ # 0, entonces Im(y) =C.
2. a) Sean (E,|| ||) un espacio vectorial normado, ¢ : E — C (o R, segun sea el
cuerpo de escalares de E) una forma lineal. Son equivalentes:

1) ¢ es continua
2) ¢ es continua en 0
3) ¢ es acotada (i.e. sup{|p(x)|: x € E, ||z|| < 1} < o0)

b) ¢ es continua si y solo si ker ¢ es cerrado.
3. Sean E un espacio vectorial normado sobre R, ¢ : F — R lineal.

a) Sip es no acotada entonces toma todos los valores reales en cualquier entorno

de 0.

b) @ es continua si y sblo si Ve € R, los conjuntos {x : ¢p(x) < ¢} y {z : ¢(x) > ¢}
son abiertos.

c) Si A C E tiene interior no vacio y Ja € R tal que ¢(x) > a Vz € A, entonces
© es continua.

4. Sean F un espacio vectorial normado, y ¢ : E — C lineal tal que para toda sucesion
(xn)n C E convergente a 0, resulta (¢(z,)), acotada. Demostrar que ¢ es continua.

5. Sea E* = {p: E — C /¢ es lineal y continua }.

a) Entonces

el = sup{le(z)] : z € E, |lz|| <1}
es una norma sobre E*, que hace de £* un espacio de Banach.
b) Prabar las siguientes igualdades:
= sup{lp(z)| : z € E, [lzf| =1}
|

—Sup{|90( ) € E, |lzf| <1}
—sup{‘H ” cx € E,x #0}

y le@)] < llell flz]l

6. Probar que las siguientes funcionales son lineales, continuas y hallar sus normas.

a) p:c— C, p(r) = lim z,

n—oo

)
b) ¢+ L[-1,1] =C, o(f) = [1,t f(t) dt
¢) : C=1,1] =C, @(f) = [}t f(t) dt
d) ¢ :>*° =C, ¢(x) =121+ 9
e) o :0? =C, o(x) =1+ 1y
) 08 =C, p(x) = 3 Tk
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9) ¢: ? =C, p(z) =
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7. Sean E un espacio de Banach, p € E*, ¢ Z0, y € E, y ¢ ker ¢. Probar que:

10.

11.

12.

a) E =kery @ (y), donde (y) significa el subespacio generado por y.

iy er ) = L2

Si H={x € E: p(x) = c} entonces d(0, H) = ﬁ,

S

o

Demostrar que en un espacio vectorial normado de dimensién finita toda fun-
cional lineal es continua.

a

)
)
)
)

b) Sea Cy(R) el espacio de las funciones f : R — R continuas tales que J[a, b] C R
con f(t) = 0Vt & [a,b]. Demostrar que (Co(R), || ||c) €s un espacio vectorial
normado. Ademaés, si definimos ¢ : Co(R) — R, ¢(f) = [ f(t) dt probar que ¢
resulta una funcional lineal no acotada.

Sea en ¢ la familia {¢"},>1 de sucesiones definidas por € = §,; y sea 2° la sucesion
dada por z¥ = 1
(]

a) Verificar que A = {z°% €', €% ... e", ...} es un conjunto Li. de ¢,
b) Sea B una base algebraica de ¢ que contenga a A; y llamemos {V'};c; a B\ A.
Luego todo x € ¢j se escribe de manera tnica como
(o]
r = apx’ + Zane” + Zajb]
n=1 i€J
donde los coeficientes son nulos salvo finitos.

Si f : ¢g — C se define por f(z) = ag, probar que f es una funcional lineal no
continua.

Probar que en todo espacio de Banach de dimensién infinita existen funcionales
lienales no continuos.

Sean F un espacio vectorial normado, ¢, € E* tales que ¢.9) = 0, entonces ¢ = 0
61 =0.

a) Sea y € ¢'. Si definimos ¢ : ¢g — C por

p(@) = Ty
n=1

e =yl
b) Reciprocamente, dada ¢ € ¢, mostrar que la sucesion dada por y, = ¢(e,),
donde e, = (67);>1 pertenece a (.

resulta ¢ € ¢p* con ||¢

¢) Probar que las aplicaciones definidas en (i) y (ii) son una la inversa de la otra,
y deducir que ¢} 2 ¢! (isomorfismo isométrico).
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d) De manera anéloga, probar que (£1)* = (* y que (P)* = (9, si 1 < p,q <
0o, ++1=1,
p q
a) Sea I un conjunto de indices cualquiera, probar que ¢*(I)* = (*(I).

b) Si E'y F son espacios vectoriales normados isométricamente isomorfos entonces
sus duales también lo son.

Sea FE un espacio de Banach y S C E un subespacio cerrado.
a) Si S tiene dimension finita, probar que S es complementado.
b) idem (a) si S tiene codimension finita.

a) Sea E un espacio vectorial normado, entonces Vo € F
]l = méax{[p(x)] : ¢ € E7, ]| = 1}

b) Sea E un espacio vectorial normado, sean x,y € E tales que ¢(z) = ¢(y) Vo €
E*, entonces x = y.

Sean F un espacio vectorial normado y S C E un subespacio.

a) Six € Eyd=d(z,S) > 0 entonces Jp € E* |p|| =1, p(z) =d, p(y) =
O0Vyes.
(Sug: Sea H = (S, z), definir ¢ : S — C por ¥(Ax +y) = Ad, Yy € F VX €C)

b) Probar que si S no es denso en E entonces existe ¢ € E*, ¢ # 0 tal que ¢ |s= 0.

Sea F un espacio vectorial normado, (z,), C E. Un punto y, es limite de combi-
N

naciones lineales Z c;x; sty solo si Vo € E* que verifique que ¢(x,) = 0 Vn €N,
j=1
vale que p(yo) = 0.

Sean FE,F espacios normados. Probar que E x F es un espacio normado, con
Iz, ), = (lzll% + lyll%)P, 1 < p < oco. Probar que (E x F), es isomorfo a
(ExF)ysil<p,q<o0.

Sean E y F espacios vectoriales normados, probar que existe un isomorfismo entre
(Ex F)*y E* x F*.

Sea F un Banach y S un subespacio de E, probar que

S = nN{ker(¢)/¢ € E* S C ker(¢)}.



