Analisis Funcional - ler cuatrimestre de 2007

Practica 8: Espectro de un operador - Calculo funcional

. Sea T : ¢? — (P dado por T'(z) = (pZn)nen, donde 1 < p < 00y (ay)nen € £°°.
a) Sia, — 0, hallar (7).
b) Hallar o(T) en el caso general ((cv,) € £°°).

. Sean U € R"™ un abierto acotado, p € C(U) y M, € L(C(U)) el operador de
multiplicacion.

a) Dar condiciones necesarias y suficientes para que M, sea inversible.
b) Calcular o(M,,)

c¢) Dar condiciones necesarias y suficientes para que M, sea compacto.
. Sean E un espacio de Banach, T' € L(F).

a) Si A € o(T) entonces \* € o(T") Vn € N.
b) Si T es inversible y A € o(T) entonces A\™! € o(T™1)
c¢) si A € L(E) es inversible, o(T) = o(ATA™).

. Sil<p<oo,sean Sy T en L(¢P) los shifts a derecha e izquierda respectivamente.

a) Probar que o(T) = {A € C / |A\| < 1} y que si |A] < 1 entonces A es un
autovalor.

b) Calcular o(S)

¢) Probar que S no tiene autovalores.
. Sea H un espacio de Hilbert y A € L(H).

A€ o(A) & \ea(AY).
Si A es autodjunto, entonces o(A) C R.

a)
b)
c¢) Si A es unitario, entonces o(A) C {z € C: |z]| = 1}.
.Sil<p<oo,seaT : P — (P dado por

T(I’l, To2,T3, .. ) = (O, Ty, O, xs3, O, Ty, .. )

a) Probar que T no es compacto.
b) Probar que 77 si es compacto.
c¢) Calcular o(7T)

. Sea V : L?[0,1] — L?[0,1] el operador de Volterra dado por

z/oxf(y)d

Calcular o(V).



8. Sea ¢ € L™[0,1] y sea M, € L(L?]0,1]) el operador de multiplicacion. Hallar o(M,,)

9.

10.

11.

12.

13.

14.

en los siguientes casos:

a) ¢ continua en [0,1].

0 sitel0,1)
) pt)=4 L sit=1
1 site(3,1]

Sea A € L(X) un operador acotado, definimos

= A"
A
© = Z n!
n=0
a) Probar que e? € £L(X).

b) Probar que si Ay B conmutan, entoncs vale la formula:

¢) Si X es un espacio de Hilbert complejo, y si A es autoadjunto probar que e

es autoadjunto y positivo, v que €™ resulta unitario.

Sea H un espacio de Hilbert, A € L(H) autoadjunto. Supongamos que o(A) =
K, UK,, donde K; y K5 son dos compactos disjuntos. Probar que el operador A se
puede descomponer como A = A; + Ay donde o(4;) = K, U{0}, 0(Ay) = K, U{0}
y AlAQ = AQAl =0.

Sea T" un operador normal. Probar que

a) o.(T) ={X € C/R(T — \I) subespacio propio} = a,(T).

b) 0(T) = 04p(T) = {X € C/T — A no es acotado inferiormente}.
Si T compacto, autoadjunto y f € C(o(T)) tal que f(0) = 0, entonces f(T') es
compacto.

a) T>0< o(T) C[0,+0) < JA € L(H) tal que T = A*A.

b) T autoadjunto entonces existen T7, T~ > 0 talesque T =TT —-T- yTHT~ =
T~T* = 0. Concluir que en L(H) todo operador es combinacion lineal de, a lo
sumo, 4 operadores positivos.

¢) T>0,n > 1 entonces existe un A > 0 tal que A" =T,y || A|" = ||T.

Sea A € L(H) autoadjunto con ||A]| < 1. Probar que existe un operador unitario U
tal que A = $(U+U*). (Sugerencia: considerar la funcion f(t) = t+iv/1 — 2). Con-
cluir que en L(H) todo operador es combinacién lineal de, a lo sumo, 4 operadores
unitarios.



