ANALISIS MATEMATICO I (BIOLOGOS)
Segundo cuatrimestre — 2006

Préctica 3: Limites y continuidad.

1. Usando las propiedades bésicas de los limites funcionales calcular los siguientes limites.

En cada caso indicar qué propiedades se han empleado :

) — L2
a) chlil'}(x +3x+2)v3x—1 B lim sin“x +2t;an X
2 X—7 COS?
. X X+ x
b) lim — ¥ — 1’
=2X43 Vx5 ) lim
4 x—b x—D
¢) lim ¥ 16 2
2 x—2 ) lim_5x +9x +2
N5 21 x—2 x2 —4
) xlgéxz—3x+2 k) lim x—1
e) limIn(x+1) —14/x—1
0 V1i+x—+vV1—x
t+h)? -t f V-
f) }l_r}(}(er)l conteR , tfijo ) lim Vix +1-3
tm & wy Tim S TA 2
g) xirgl x+2 x—0 X ﬁ
1

2. a) Hacer un gréfico aproximado de f(x) = p

1 1
b) Verificar graficamente que vale lim — =0; lim — =0

x——+oo X X——00 X
L1 .1
¢) Paracada n € N calcular lim — =0; lim — =0
x—-+oo x" x——oco x"

3. Consideremos una funcién f(x) cuyo gréfico es:
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a) Determinar el dominio de esta funcién y sus limites en los extremos del conjunto

dominio.
b) ;Cudéntas soluciones tiene la ecuacién

¢) ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion

flx)=-17?
f(x) =02

d) ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion f(x) = m, donde m es un determinado namero

real? Considerar todas las posibilidades.

4. Calcular los siguientes limites:

- 5x* —x3 42
x—+oo 3x% —3x2 +1
ifm 8x3 4 2x2
x—>00 3x2 — 2x + 2

o \/§1o
x

im ¥ 4+3x+1

xSFeo 2x4 4+ 2x2 4+ 1
lim (x7 —10x% +3)

X— 400

a)

b)

lim +9x7

X—00

c)
d)
e)

lim (—x®+x° + Vx)
X—+00

f)
m 3x2 +1

x—Foo —7x2 + 3x 4 /X
) 3x+1 +2

A s
lim (In x —2In(x + 1))

8)

h)
)

X— 400
N o Vx3+1—x
]) Iim ———
X—400 x+5

5. De acuerdo con la Teoria de la Relatividad de Einstein, un cuerpo que en reposo tiene masa

m cuando se mueve a la velocidad v tiene masa dada por la expresiéon m =

mo
donde
v

Ji-?

¢ es la velocidad de la luz. ;Qué sucede cuando v — ¢ ?

Un problema cuantitativo importante de la

de peces hembra que desovan en los rios

ciencia pesquera consiste en evaluar el nimero

y emplear esta informacién para extrapolar el

numero de peces maduros (llamados reclutas) que volveran a los rios durante el siguiente

periodo de reproduccién. Si R es el ntime

ro de reclutas y H el namero de peces hembra
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del periodo anterior, las investigaciones cuantitativas de Beverton & Holt (1957) afirman que

H
R =R(H) = ZH 1B donde « y B son constantes positivas. Demostrar que, de acuerdo

con esta funcién, para un nimero H de hembras suficientemente grande el reclutamiento

serd aproximadamente constante.

7. Hemos visto en la practica anterior que las poblaciones biolégicas comienzan creciendo
seglin una funcién exponencial. Si no se presentan catdstrofes (incendios, plagas, depreda-
dores, etc.) la poblacién puede llegar a saturar los recursos del habitat, y su crecimiento se

amortigua. Entonces el crecimiento se describe por la funcién logistica:

0= 7

donde I, k y a son parametros (constantes) que no dependen del tiempo ¢.

a) (Cudl es la poblacién inicial en este modelo?
b) ¢Cudl es la poblacion limite? (Calcular el limite de f(f) cuando t — o0.)

c) Si I y k fueran numeros grandes (respecto de los valores de t) la funcién f(t) es

!
proxima a la funcién exponencial g(f) = Tk e, concordando con lo que afirmamos

al comienzo. Supongamos que una poblacién de moscas tiene los pardmetros :
I =10 k =999 a=0,02

Verificar mediante una tabla de valores que la logistica y la exponencial son muy
similares para t < 100. Ambas funciones seguirdn siendo préximas si vale 100 < t <

200 ¢Qué ocurre para t > 2007
8. Calcular los siguientes limites:

a) lin}) X sin% d) lim x sin (h(x)) , con h(x) cualquier

poae x—0 .
2 1 funciéon
s - 1
b) ,lcli% 2 cos(x + x) e) lirr(l) sin x cos[In(1 + ;)]
1 o
li 2 _ 4)sin(——
) lim (<~ 4)sin( )

in ¢
9. Sabiendo que %in& % =1 calcular:

x .
li . sin(3x)
) *20 sin x c) Jlgr(\) P
b) lim tan x d) lim sin(x + h) — sin x
x—0 X h—0 I
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. COS X —
e) lim ) 1im cos(x + h) — cos x
=37 X h—0 h
1+ cos(7rx)
lim = ") -
f) i tan?(7rx) /) lim arcsin x
¢ lim 1—cos x =0 X
x—0 X
sin 3x . sin(7x)
1 k) lim ——=
h) 31613(1) sin 2x ) x—1 sin(37x)

r o1
1—x 1—2x8

10. Consideramos la funcién f(x) =

a) Determinar el dominio de f.

b) ¢Se puede calcular directamente chlir} f(x) ? ;Por qué?

c¢) Determinar la funcion g definida por g(h) = f(1+h).

d) Calcular xlirg\+ g(x) y xlirgli g(x) . Deducir xlinln+ f(x)y xlinlrh f(x).

e) ¢(Admite f(x) asintotas verticales u horizontales? Justificar la respuesta.

11. Determinar los nimeros reales a y b para que se verifiquen simultdneamente las siguientes

condiciones:
Vax2 v bx+1— Vax2 v bx+1—
i Y +bx+1 1:3 i V9% +bx+1 1:2
x—0 X X—00 X
(e 1 1
12. a) Comprobar graficamente que lim — = +co lim — = —oc0
x—0"T X x—0" X
. . 1 1
b) ¢Qué puede decir de XIL%L Y de xli%{ o para n par?
c) La misma pregunta para n impar.
13. Calcular los siguientes limites y representar geométricamente :
lim %] lim m lim M
x—0t X x—0- X x—0 X
lim |3x — 6] lim |3x — 6| lim |3x — 6|
x—2 x—2" x
1 Ii 1
lim f(x) lim f(x) lim £ (x)
—x+5, six<0
siendo f(x) = -
x>+1  six>0
14. Calcular los siguientes limites :
2 4 3x =+ 1. 311
1 —5)Tx { =0
a) xlgé(?’x 5)T b) }}1_r)r010(2x — )3
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. ,sin(2x) .1 V2x2
C) lim ( ( ))x e) lim M)X-ﬁ-l
x—0+t SN X X—+400 X
Sin 2x . tan x sin x | 1
p tan_x It ¥
4) alcﬂo( X ) 5 xi%h sin 2x)
1 1
15. Sabiendo que lin%(l + y); = tlim(l + ?)t =e
y— —00
. xX—2 lim (1 + 5~
9 Mm (C3) 9 M A3
) hi1 Iim (1 i *
b) Jim(1+ )] /) Jig (1 sinx)
ln(a+h)—lna 3 ln(l—l—x)
. lim —— "~/
C) }Zli% h g) xlir(l) X
eh 1 ezx+h — e
4 1i h) li
) m ) B0 h
16. Calcular los siguientes limites :
1 — sin(® )
g) lim 1-sin(3) d) lfm X2 —50%
xon T —X x—0 X + sin 2x
b) XETWX(VX+0—VX_Q) e) lir}g xsin%
X— 100
1. [T+« . 1
oL lim ———
) Jlg%xln 1—x h x—too \/x2 fx — x

a b
17. Dadas las constantes arbitrarias a y b, demostrar que lim (1 + n + t—z)t es independiente

t——+o00

de la elecciéon de b.

18. Estudiar limites laterales y ordinarios, y continuidad de las siguientes funciones en los

puntos indicados. En caso de discontinuidad, discutir el tipo:

a) f(x):thx en x =0 e) f(x):x_2 en x =2
sinx . 2 _ )
D f) =4 x 570 anx—o y—p Si¥>2
0 six=0 f) flx) = 3 six=2

¥4 six<?2

c) f(x):1 ! renx=0
e ) f(x):(x_lz)z en x =2

1
ex six <0
en x =0 h x) = en x=0
) fx) { 0 six>0

1
e 2 six#0

9 f(x):{ 0 six=0

19. Determinar el conjunto de puntos de discontinuidad (en R) de las siguientes funciones.

Redefinirlas, si fuera posible, para que resulten continuas :
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x—1 ) .
a) f(x):m 4x°—3 six>1
e) f(x)= 1 six=1
x six<O0 2 3x42 et
b) f(x)=19 2* si0<x<2 2 _4x13
2
2 six2>2 x
- X)) = ——
Py DI =TT
x5 —
s\ ="7""T1 _ 1 —
) ) 2x3 —3x3 —2 \Bx;_ix+3 Gl
d)ﬂ@—‘x_”z 9 S = sen(=2x+2) .
21 x24+x—2

20. Determinar a y b de manera que cada una de las siguientes funciones sea continua.

x six € (—o0,0] Vx+3—3x+1 Gy
a) f(x) =< ax+b sixe(0,2) Vax—1
X siy>2 ) f(x)= ax—+b si—2<x<1
B x% +2x , )
¥+l six<0 2rx—2 S1Xx < —
b) f(x) =14 ax®+b si0<x<2
x2—1 six>2

21. En cada una de las siguientes funciones, estudiar la continuidad en R. Si hubiera disconti-

nuidades, clasificarlas y, de ser posible, redefinir la funcién para hacerla continua.

e* xVx +2

six >0 —_———— six>2
B x—1 Vix+1-3
a) f(x)= 0 six=0 o f(x)= 1 six =2
S0 ix<o NS
’\/x—+9—3 ' x*+4x — 12
- six>0
Vx
b) f(x)= 2 six=0
1 — cosx )
— six <0
x-+x

22. Analizar la continuidad en xy = 5 de la funcién asi definida:

3xe¥ > six <5
xX) =14 45 —5)In(¢x—3
fx) sen( ~8)In(5x=3) | 15 gix>5
2(x —5)

¢ Qué se puede decir de la continuidad de f en R — {5}?
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23. ;Coémo debe elegirse la constante A en la definicién de la siguiente funcién, si queremos

que la funcién f resulte continua?

x2—4

i 2
f)={ x—2 **F
A six=2

24. Demostrar que el polinomio P(x) = x> + x + 1 tiene al menos una raiz real en el intervalo
(—=1,0).

25. Demostrar que los gréficos de las funciones f(x) =e* y g(x) = x + 2 se cortan para algin

Xo > 0.
. . Inxg 1
26. Demostrar la existencia de xg € (1,¢e) tal que - — 3
0
. . . . . X .
27. Determinar la existencia de raices reales de la funciéon f(x) = 4sz en los intervalos

[—4;-3],[-3;3] y [-1;1].

28. Una determinada compafia vende un producto de consumo por kg (o fraccion). Para favo-
recer compras grandes, la productora cobra $ 1,10 por kg en compras de menos de 8kg,

mientras que cobra $ 1 por kg si se compra 8kg o més.
a) Expresar matemdticamente la funcién costo C(x) donde x indica la cantidad de kilo-
gramos que se compra. Representar graficamente esta funcién.

b) ;C(x) es continua? En caso negativo, indicar los puntos de discontinuidad, justifican-

do dicha respuesta.

c) Explicar por qué, en estas condiciones, no le conviene a un cliente comprar 7,5kg de

este producto.

29. La misma compafifa productora del problema anterior vende un segundo producto a $
1,20 por kg los primeros 5kg, y para compras mayores a 5kg cobra $ 6 mas $ 0,90 por

cada kilo que sobrepase los 5.

a) Expresar matemdticamente la funcién costo C(x) donde x indica la cantidad de kilo-

gramos que se compra. Representar graficamente esta funcion.

b) ;C(x) es continua? En caso negativo, indicar los puntos de discontinuidad, justifican-

do dicha respuesta.
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