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Algunas convenciones, definiciones y propiedades

Observamos simultaneamente d variables que conforman un vec-
tor X’ = (x1,X2,...,Xq) € RY que posee una funcion de dis-
tribucion F'(X,0).

En una estructura matricial el primer indice identifica las filas
y el segundo las columnas.

El operador de trasposicion cumple con (AB)' = B’A’.
Los vectores son vectores columna por defecto.
T
T2
X —

Xn

El operador esperanza aplicado a un vector aleatorio en R? se
define asi:

X, B(X1)
X, B(X,)

Ex)= B| 0| = :
X, B(XJ)



e El operador esperanza aplicado a una matriz A = {a; ;} se define
asi:

E(A) = {ei,j} con €¢’j = E(ai’j)

e El operador Varianza de un vector aleatorio R? de define asi:

011 012 013 -+ O0O1d

021 022 023

VAR (X) = F [(X — E(X))(X — E(X))/} = 031 032 033
Od1 " Odd
e El operador Covarianza entre dos vectores aleatorios, X' = (x1,X2,...,Xd) € R4

eY' =(y1,y2,---,¥k) € R¥ se define asi

COV (X,Y)= E[(X - EX))(Y - E(Y))] =

cov(x1,y1) cov(xy,y2) cov(xi,ys) -+ cov(x1,yk)

cov(za,y1) cov(xa,y2) cov(xa,ys)
= cov(zz,y1) cov(zz,y2) cov(xs,ys)

cov(za, y1) e cov(d; Yr)
e La matriz A = {a; ;} es simetrica <= a,; = a;,;.

e Dada A = {a;;} simetrica, A es autovalor y b es autovector
correspondiente si Ab =\b.

e Dada A € R¥¥ simetrica, se dice definida positiva si VX € R4, X’AX >
0.

e Dada A € R%>? gsimetrica, se dice semi-definida positiva si
VX € R4 X'AX > 0.

e Al valor escalar que se obtiene calculando X’AX se lo llama
forma cuadratica.

e Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) y Tr(AB) =Tr(BA).

e Los autovalores no nulos de AB coinciden con los de BA. (Si las
matrices son cuadradas, los nulos también coinciden).

e Sea A una matriz simétrica de d x d. Todos sus autovalores son
reales. Si llamamos A\; > Ao > ... > \; a estos autovalores,
sucede que:

d
— ot (A) =3 A



T A= [T+

i=1
—A>0& )\ >0 Vi
—A>0& )\ >0 Vi
- A>0y|A#0=A>0.
- A>0=A"1>0.

— A >0 & existe R € R no singular tal que A = RR' <
existe una matriz ortogonal B € R%*? tal que si A =
diag(A1, A2, ..., Aq) con A\; > 0 Vi entonces A = BAB’
(es lo que se denomina descomposicion espectral de A).

— A > 0 de rango r < existe R € R?? de rango r tal que
A = RR' & existe una matriz ortogonal B € R%*9 tal
que si A = diag(M,Na,...,Aq) con A; > 0 Vi entonces
A= BAB'.

e La matriz P de d x d se dice de proyeccion si es simétrica e
idempotente (es decir, P? = P). Se cumple lo siguiente:
—rg(P) =r < X\ =1lparai=1,...,r y \; = 0 para
T
i=r+1,...,d. Entonces P = ) t;t; para ciertos t; orto-

=1
normales.

—rg(P)=tr(P).

— I — P también es de proyeccién.

e Sea X de n X py de rango p. La matriz P = X(X’X)le’ es
una matriz de proyeccién.

e Vector de medias X = ZLTlx

e Si X eY son vectores aleatorios (no necesariamente de la misma
dimension) se puede ver que:

COV (X,Y) = E (XY') - E(X)E(Y).

COV (AX,BY)=ACOV (X,Y) B’

Si a es un vector no aleatorio, VAR (X —a) = VAR (X).
VAR (AX)=AVAR(X) A’

e Sea X4,...,X, una muestra de vectores aleatorios de dimension
d con varianza X y {a;},<;<,, » {bi},<;<,, escalares no aleatorios.
Se cumple:

— VAR ( ain) = (Z af) >
i=1 i=1

i=1 =1 i

% =1

M=

- Si X ~ (p

Y) y A es simétrica, entonces E (X'AX) =
tr (AX) + p/ Ap.

Ap

~ -

e Sea Xy,...,X,, una m.a. con parametros (i, ). Se puede ver
que:



—E@Q)=(n-1)% conQ=3(X;-X)X;-X)

=1

- E(X)=pyVAR(X) =3/n.

e Sean X, X, X3, -, X, vectores aleatorios i.i.d., la matriz de
covarianza muestral VAR (X) = i (X‘:f()(xifx) = % =S.

3 Descomposicion Espectral

Dada A € R™* "™ simetrica existen n autovalores A\; > Ao > A3 >
... > Ap y correspondientes autovectores vi,vs...v, € R” tales que
forman una base ortonormal. Sean

A O o --- 0
0 X
V=[vi,va...vn] y A= 0 0 As
0 An
entonces:
VV=I=VV'

/

AV =VA = AVV' = VAV = A= VAV' = 37 \wiv]

3.1 Teorema de la descomposicion es-
pectral

Sea A € R"*™ con A = A’ (simérica) entonces:

1) Todos sus autovalores son reales A; € R, i = 1...n
2) Existen V' (matriz ortogonal formada por los autovectores vi. .. v,
de A en sus columnas) y A (matriz diagonal formada por los auto-

valores Aj... A, de A) tales que

A 0 - 0

0 Ao Vi Vg eV,
A=VAV'conA=| . ) yV =

0 An

3) Otra forma (importante) de escribir a A es:

n
A= E )\iV,‘V;
i=1

que equivale a sumar los productos externos de los autovectores, pon-
derados por sus autovalores

Demostracion

Definimos la funcion f : R® — R
z1

n n
f(x)=x"Ax :ZZaijxixj conx= || yay=a

i=1j=1 T,



forma cuadratica asociada a la matriz A

Definimos la funcién g : R* — R

g(x)=x'x= HxH2 la norma cuadrado del vector x

Queremos hallar el vector x € R™ que maximice f sujeto a g (x) =

1
El gradiente de la funcién f es
37]0 ZZaljxj
Oz, j=1
Vix)=| | = = 2Ax

of= "

dan QZanjxj
L j=1 i

por lo que el gradiente de la funcion g es

Og

Oz

Vgx)=1| : | =2x

99

Jxn
Estamos en condiciones de aplicar el Teorema del Multiplicador de
Lagrange, pues buscamos el méaximo de una funcion f : U — R (con
U abierto) de clase C* con k > 1, en la hiperficie constituida por
S = g7 (1) imagen inversa de un valor regular ¢ = 1 € R de una
funcion g : U — R de clase C*(céscara de la bola unitaria en R™),
que por ser un compacto sabemos que la funcién alcanza un maximo
y que éste cumple con la condicién necesaria de punto critico, esto es

VL(x) = Vf(x) = AVg(x) =0 =Vf (x) = AVg (x) (1)

gx)=1 (2

que resultan de derivar e igualar a 0 el lagrangiano

Lx)=fx -Agx)-1)

donde (1) equivale a pedir que en el maximo la direccion de maximo
crecimiento de la funcion debe ser perpendicular a la céascara.
Reemplazando en (1) tenemos

Vf(x) =AVg(x) ¢ 2Ax =A2x +—Ax =Ax

Asi los puntos que satisfacen la condiciéon necesaria son por defini-
cion los autovectores de la matriz A.

Por ser los autovalores las raices de la ecuacion caracteristica, ten-
emos n autovalores \i... \,, con sus n autovectores asociados vy...v,
Valuando la funcion f en el autovector v; (elegido tal que ||v;|| = 1)
obtenemos

f (Vl) = V;AVi: v;)\ivi: )\iV;Vi: )\1



De esta forma, como todos los autovalores pertenecen a la imagen
de f, estos son reales, con lo que queda demostrado 1)

Por otro lado, dado que existe un maximo y como éste debe
cumplir con la condicién necesaria, los candidatos a méximo son los
autovectores (con norma 1) vy...v, y sus correspondientes imagenes
ordenadas son f (v;) = A1 > f(va) =X >...> f(vy) = Ay

Asi

m)éaxf (x) =M\ donde A es el mayor autovalor

argmax f (x) = vy donde v es el autovector asociado al mayor

autovalo)rc A1.

El mayor autovalor puede no ser tinico

Ahora buscamos el maximo de la funcién f : £ — R con F =
{x € R" : x'v; = 0} abierto, en la hiperficie constituida por S = g=* (1)
imagen inversa de un valor regular ¢ = 1 € R de una funciéon g : E — R
(cascara de la bola unitaria en el ortogonal a vy).

Nuevamente como estamos buscando el maximo de f en las condi-
ciones del Teorema de Lagrange éste debe cumplir con la condicién
necesaria de punto critico que es la definicion de autovector

Vf(x)=AVg(x) <> Ax =Ix

Asi

max f(x) = A donde A3 es el segundo mayor autovalor
x, x Ivi=0

argmax f (x) = va donde v3 es el autovector asociado al au-
x, x Ivi=0

tovalor \s.

El mecanismo se repite hasta el ultimo autovector v,,, con su au-
tovalor asociado A, el que debe ser el minimo de la funciéon f pues
su imagen es la menor de todos los puntos criticos.

De esta manera los autovectores de la matriz A forman una base
ortonormal

AV =VA = AVV' = VAV - A=VAV’
pues VV’ =T con lo que queda demostrado 2)

Para demostar 3) expresamos la matriz A en funciéon de sus ele-
mentos a;;

{aij} =A= VAV/ = {Z)\kvikvkj} = Z)\k {vikvkj} = Z)\kaV;C
k=1 k=1 k=1

Ejemplo

=l b

Ol

SeaA—[

entonces la funcion f es

1
5 0] |x 1
— 2 — 2 2
=l [0 i] M 2
s 1 0
Sabemos que los puntos criticos son v; = gl ¥y V2= [J con sus

valores de funcion f(vy1) = A1y f(v2) = Aa.



Las curvas de nivel f (x) = % =\, f(x)= i =Xoyz+y?=1.

Y| J1

[I J 0
1 ||| 05
\\\ii
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La funcién z = f (x) y su interseccién con x? + y% = 1.




La funcién z = f (x) restringida al compacto S = g~ (1).

T0375 =

T025

T0425

-0

3.2 Raiz cuacrada de una matriz

Sea A semifedinida positiva, por la descomposicion espectral A =
BAB'.

A2 0 0 0
0 A2
2
1/2 1/2
Sea Al/? = 0 0 X5 entonces
0 A2

A= BAB' = BAY2A2B’ = (BAY?)(AY2B') = (BAY?)(BAY?) =
cc’

Asi la matriz C se llama raiz cuadrada de A, que no necesariamente
es unica, por ejemplo si
R = BAY?B

entonces

RR = BAY?B'BAY?B'=BAB = A

por lo que la matriz R # C' es tambien una raiz cuadrada de A.
Notar que R = R’ (simetrica).

4 Distribucion Normal Multivariada

Sea el vecor X' = (z1,22,...,24), 4 € R? y ¥ € R4 definida
positiva, entonces se dice que X sigue una distribucion normal mul-
tivariada Ng(p,X) si la funcion de densidad de X es de la forma

FX) = — 1 exewyEiew

(2m)d/2 5|/



Asi, B(X)=puy VAR(X) =%

SiY = X V/2(X —pu) entonces Y ~ N(0,I) porloque V3,V ... Y,
son v.a. N(0, 1) independientes.

Propiedad importante: Sea A € R"*? con rg(A) = hy b € R"
entonces

SiZ=AX+b =7~ N,(Au+b, AL A")

Corolario importante: Tomando como A = ¢} € R4 los canon-
icos en R? se deduce que las marginales de un vector normal son
tambien variables (unidimensionales) normales.

Caso particular bivariado:

flr.y)= £xp
St Q:ro_,rry\ffp? 1

( 1 [[-t‘—m-ﬁ[!f—ng]g ?p(i'—;t.rj'i;f—ﬂ.;]D

U'_" a: tTI’Ty

:’“‘\

N )
r

)
(@4

e
\(
N

4.1 Algunas Propiedades

e Sean y; ~ Ny (p;,X;) independientes (1 <14 <n). Se prueba
que Y1 aiyi ~ Ng (30 aipi, > ai;) .
— Sea X1,...,X, una m.a. de vectores Ny (0, ). Formemos
la matriz X' = (Xy,...,X,,) € R&>",
x Siadenx1esun vector no aleatorio, entonces X'a ~
Nu (0, all* =)
* Si {a1,...,a,} es un conjunto de vectores ortogona-

les no aleatorios, entonces los vectores aleatorios u; =
X'a; (1 <i<r) son independientes.



% Si b de dx1 es un vector no aleatorio, entonces Xb ~
N, (0,(b’Yb) I,,) . En particular, tomando b = e; el
canonico j en R, el vector conformado por todas las
variables j-esimas de la muestra x\9) ~ N,, (0,0,;1,),
con X = (Uij)-

Definicion: Si las variables aleatorias X1, X, ..., X, son i.i.d. Vy (ui, 02) ,
entonces

U:ZFNX%M)
i=1

es decir que la distribucién de la variable aleatoria U se denomina y?
2
L

no central con pardmetro de centralidad 0 = > ", *%.

e Consideremos X ~ Ny (u, X) .

— Se prueba que X'YS 71X ~ x2 () con § = (/S .
— Si B es simétrica de rango k y B es idempotente, tambien
se prueba que x'Bx ~ x? (&) con § = 1/ Bp.

4.2 Distribucion normal multivariada condicional

Sea el vecor X = (X1, X3), p € RUH2 y 5 ¢ R@1+d2)x(d1+d2) ¢4
que X ~ Ng(p,X), con

Z:1 1 E1 2
= (1, Y= , ,
p=(p1, p2) ¥y [ SRS

la distribucion de X5 condicional a que X; = x1 es

Xo|X1 =x1 ~ Ng, (22,1217} (X1 — p1) + pr2, Yo 2 — E271217}21,2)

4.3 La distribucion Wishart central

Decimos que W € R%*? posee una distribucion Wishart central, W ~
Wa(n,X) con ¥ definida positiva, cuando W = X X} + XX, +-- -+
X, X! donde X;,X5...X, son v.a.i. con distribucion N4(0,X).

El hecho que X sea definida positiva implica n > d.

Es claro que

E(W) = nZ

5 Teorema Central del Limite Multivari-
ado

Sean X1, X5, X3, -, X, vectores aleatorios i.i.d. con E(X;) = puy
VAR(X;) = ¥ entonces

es decir

donde Z ~ Nq(0, X)

10



6 Estimadores de Maxima-Verosimilitud de
iy % para el modelo Ny(u, ).

Sea Xi,Xs,X3,---,X,, una muestra aleatoria de vectores con dis-

tribucion Ng(u, X)), buscamos estimadores de p y X por el metodo de

maxima-verosimilitud, es decir, dada la muestra buscamos un vector

[i y una matriz )y que maximicen la verosimilitud de la muestra.
Veremos que:

S T K=X)(Xi-X) Q@ _ S

n

Demostracion:

L(X17X2aX37 o aXna,uvz) = H?:l f(Xz,,U7Z) =

=11 —t e s (X—pn)E7 N (X —p)
i=1 (2q)d/2|2|1/2

lnL(X17X27X37"' 7X7L7.ua E) = LL(X15X27X37"' aXnmuaE) =

=~ In(2r) - $In(|%]) - 3 30, (Xi - ) (Xi — p)

Supongamos que conocemos el valor de ¥ que maximiza L(X;, Xa, X3, - - -
buscamos maximizar la verosimilitud con respecto a p. De esta forma
solo la expresion

—3 2 (X = )X — )

depende de p. Asi buscamos el valor de g que minimiza

h(p) = 30 (X — p)/S7HX; — p)

pero

=X Tr{S (X - )X —p)'} =Tr {2_1 Z(Xi — )X — u)/}

por otro lado

11

s Xy 1y E)v



volviendo a h(u)
h(p) =Tr {2‘1 D (X — (X - u)’} =
=1
hp)=Tr {7 HQ+nX - )X —p)'}} =

=Tr(E7'Q) +nTr {E X - (X —pn)'}

de esta forma, ya que Tr(X~'Q) es fijo (no depende de u), la
expresion a minimizar es

Tr{s'X=p)X-p}= TriiX-ps'X-p} =

=X-p)S'X-p) =2 0

por ser ¥ definida positiva. Por lo que este termino es nulo <=
1 = X, sin importar el valor de ¥ que supusimos fijo.

Asi

== =X

Vimos que siendo ¥ conocido el maximo de L(X1, X, X3, -+ , X, t, 2)

se alcanza tomando 1 = X, reemplazando nos queda

lnL(X17X27X37"' 7X’I’L7/J' :sz) = LL(X17X27X37"' ,Xn,,l,b :X,E) =

=-2nEr) - 2(3) - 33 (X - X)S (X - X) =

recordando el desarrollo hecho para h(u) nos queda

12



= —%'n(2m) - §In(|2)) - 3Tr(27'Q) =

:_%mﬁﬂ mmll @1Q)—
= —T%dln(%r) + fln( - 1673 [fﬂ ) fTr(Z_lg) =
d -1
:—%ln(Qﬂ)Jr—ln( 271% )Jr%ln( % ) (271%)
__nd "1 @)y - 19
=~ In(2m) + m( =) =5 In(| =) E7-) = 9(3)
buscamos maximizar g(¥), proponemos Y = %, reemplazando
queda
o2 = 2) = 2o + B - S| 2)) - v
_nd n Q nd
=~ @M - (5 -5

la estrategia ahora es ver que g(%) > ¢g(¥) para todo ¥ semi-
definido positivo, o lo que es lo mismo, g(%) —g(¥) > 0, veamos

+"1n(‘§’)+ ST

)= gh(EP S

d
- nn 1n(‘21§’) + gTT(E*I%)

nd ([B718]) + 5Tr(=7'S)

= —7—4

2

= 2 R+ 5Tr(4)

llamando 4 = ¥£718, llamemos B = SY/2%x-15%Y2  probaremos
que:

o Tr(A)=Tr(B)

o |A[=|B]

13
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e B es simetrica y definida positiva

Tr(A) =Tr(2718) Tr(2-181/28Y2) =1r(SY22715Y2) = Tr(B)

@ B |S|1/2 |S|1/2

A= |=718|= |=7|S|= =|S'/29718Y2 = |B|
Zotsl = 2 o] o]
Asi, siendo Ay > Ay > A3 > ... > Ay los d autovalores positivos de
B
Q nd n nd
0E) =92 = === Tin(A) + 5Tr(A) = =5 — ZIn(B) + 5Tr(B)

donde w(z) = 2 —In(x) — 1, siendo facil ver que w(z) > 0,Vz > 0,
por lo que

$ e (X=X X-X) . Q _ S

expandiendo el estimador queda

SIS S

1 n n ., n o n .,
= - [inx;—ZXix —ZXX{—&-ZXX] =
i=1 i=1 i=1 i=1

= % [zn: X;X] — (ixiﬁ’ —X(i X§)+n)_(X/] =
=1

i=1 i=1

1 n
= = [Z X;X] —nxx’] =
n

i=1

es el estimador de maxima-verosimilitud de ¥, calculando la es-
peranza tenemos

14



E(E) — E(ZTZl (Xiﬁi)(xi*i)/) — %E

n

i: XX} — nXX/] =

i=1

(ver ejercicio de la practica y siguiente demostracion).
Por ultimo calculemos el valor de la (log) verosimilitud en el max-
imo

lnL(X17X2aX37"' 7X’naﬂ :X,S) - LL(XlaX27X37"' 7Xn7HJ:X7Z = S) ==

= =% (2m) - §In(|S)) - 3 XL, Tr (ST (X = X)(Xi - X)) =

=2 n2r) - 2In(|S]) - iTr (ST (X - X)(Xi - X)) =

= —2d1n(27) — 2In(|S]) — 1T (S~'nS) =

= —%d In(27) — %ln(|S|) —5Tr (Ig) =

= —2n(27) — ZIn(|S]) — ¥

6.1 Propiedades estadisticas de los estimadores maximo-
verosimiles

Veremos que:
e X y @ son independientes
e X se distribuye como Ny(, 2), o sea, v/n(X — p) ~ Ng(p, ¥)
e (@ se distribuye como Wy(n — 1,X)

15



Para demostrar estas propiedades alcanza con hacerlo para el caso
particular p = 0.

Lema previo: Sea Xi, X5, X3, - ,X,, una muestra aleatoria de
vectores con distribucion Ng(0, ), sea B € R™*™ una matriz ortogo-
nal. Podemos pensar en la matriz aleatoria X € R**¢

1,1 1,2 1,3 o Tid X',
21 T2,2 X!
2
X = z31 0 w33 _ ' _
X!
Tn,1 Tn,d n
= [ X x@ x@ ... x@ ]

sean Y = BX® para 1 < ¢ < d nuevos vectores columna, que
forman una matriz Y = BX

Y11 Yi2 Yiz - Yid Y/
Y2,1 Y22 Y/l
Y = ysa 0 w33 - 2=
YI
Yn,1 Yn,d n
= [ YO v@ y® ... vy@) ]
queremos ver que Y1, Yo, Y3, ---,Y, es una muestra aleatoria

(i.i.d.) de vectores con distribucion N4(0, ). Tomemos un Y; cualquiera,

es claro que sus d componntes son normales, ya que las componentes

de todas las YOOY@Y®) ... Y@ son normales. A su vez todas las
componentes tienen media 0 ya que todas las componentes de las
YOYRYE ... ¥ tienen esperanza nula. Solo faltaria demostrar

que son independientes y con matriz de covarianzas Y. Veamos como

es la matriz de covarianzas de los vectores columna X1 X2 xX®) ... X

cov(x® xU)) = EXOX'U)=A=/{a},, eR™"

0 k#I

= E s : =
(£27) (-Tk, il'l,j) {Uij k=1

asi A = Ui,jIn-
Veamos como es la matriz de covarianzas de los vectores columna
YOY@y®) ...y

cov(y®W y") = BEX®OX'YB = BAB' = Bo; ;I,B = 0;;1,BB =01, = A

Pot lo que COV(Y{) = £ para 1 < ¢ < d y ocurre que Yj es
independiente de Yjsi ¢ # j.

16



Retomando la demostracion, sea B € R™*™ una matriz ortogonal
cuyo primer vector fila es

b, = e e S S S

1= vnooyno o VnooVnooYno yn
asi, dada la muestra aleatoria de vectores X1, X5, X3, -+ , X, y la
nueva muestra aleatoria de vectores Yi1,Y2, Y3, -+, Y, provenientes

de los vectores YY) Y®) ... ¥ (4 generados por la transformacion
Y@ = BX® | vemos que

Y: = biX=[bXV pX® px® ... pxX ]
= [ T i T T i Ti2 T D Ti3 e iy Tid }

=nX ~ N(0,X)
pues Y1 ~ N(0,%).

Por otro lado

Y'Y =X'B'BX =X'X

Y'Y = zn: Y)Y, =Wy + zn:YiY{
=1 1=2

=nXX + Y YiY]
=2

despejando, nos queda

iYiY; = iYiY; —nXX = ixixg —nXX =Q
=2 =1 =1

y como Yo,Y3,---,Y, son n — 1 vectores aleatorios normales
independientes, entonces

Q se distribuye como Wy(n — 1, %)

por ende se tiene que

B@Q = (-1

v el estimador de la matriz de varianzas y covarianzas cumple

s =n@)= "y

La independencia entre X y @ surge claramente de la independen-
cia entre Y, y el resto de los vectores Yo, Y3, -+, Y,.
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6.2 Estimador insesgado de X

Dado que E(S) = (“’TL;UE, un estimador insesgado seria —"5S =

—1
Q _ g*

n—1

7 Estadistico de Hotelling

El estadistico de Hotelling (tedrico) se obtiene mediante una forma
cuadratica que combina un vector normal V ~N,(0,Y) y una matriz
con distribucion Wishart W = Wy(n, ¥), de la siguiente manera:

T;, = nV'W™'V~H(d,n)

Un teorema dificil muestra que ”_d‘fflTin_l ~ Fin—dt1-

El estadistico 72 de Hotelling se utiliza para testear hipotesis de
media de una poblacion normal multivariada, o como resultado del
T.C.L. multivariado, para testear medias de poblaciones no normales
pero con muestras suficientemente nomerosas.

Si tenemos X1, X3, X3, -+, X,, una muestra aleatoria de vectores
con distribucion Ny(u, X), donde 1 y X son desconocidos, y deseamos
testear Hy : pu = po, el estadistico propuesto es el siguiente:

T(in—l = "(X - Mo)lS*fl(X — po) =n(n — 1)(X - ,uo)/Qfl(X — o) =

— ;o —
= (n—1) [VaX - )] Q' [Vn(X = po)]

y se nota de la siguiente manera TdQJF1 ~ H(d,n—1).

El test se rechaza cuando T, | > Hadn-1 O equivalentemente

—d
cuando d(’:hl)T2 > Fo dn—d.

8 El test de Hotelling como interseccion de
infinitos tests univariados (tecnica canon-
ica)

Sea Xi,Xs, X3, ,X, una muestra aleatoria de vectores con dis-
tribucion Ngy(u,X), con p y ¥ desconocidos, y deseamos testear H :

= o versus K : u # po
El estadistico propuesto es el siguiente:

T, = n(X—po) S (X - po)

y rechazamos H cuando Tjn_l > Tjn_l o
Podemos derivar este mismo test basandonos en tests univariados,
sea

Hg : ' = 5"po

18



versus

Kp: ' # B 1o

de esta forma

B#0
H=()Hs
y
B#0
K=|]JKs

llamemos Zi’B = @'X; para 1 < i < n, asi Ziﬁ ~ Ni(B'u, B'EP),
usamos el estadistico univariado

\/H(Z_B - B/NO)

t =
8 s

B_5 2
con s =", Gi=2) _ 3/8*B (ejercicio).

n—1
) Re;:hazamos Hg cuando [tg| > t4/2,,—1 0 lo que es lo mismo si
t5>1 .
B a/2,n—1

Primero veamos que el estadistico puede reexpresarse convenien-
temente en terminos de la media de la muestra original

_ X))
B "EEE

donde, recordemos

ot (X=X (Xi—X)'
S - . n—1

para rechazar H basta con que algun t% sea grnade (mayor que el
punto critico ti /2)7171)7 asi que podemos definir el estadistico

maz (t3)
probaremos que
mﬁax(t%) = Td2,n—1
Demostracion: ~ Vs
Si llamemos & = /n(X — p) entonces el estadistico t3 = gj 56*)6

veremos que
mﬂax(tzﬂ) = §515

alcanzando el méximo en el vector

19



B = S5

para cualquier ¢ € R.
Usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz

2 2 2
XY)" < IX[ITYl

donde la igualdad se cumple cuando ambos vectores tienen la
misma direccion, es decir

Y = X

Sabiendo que S* es simetrica y definida positiva entonces podemos
escribir S* = RR (con R simetrica) , asi

o _ (B0 _(BRRT9)? _[(RE) (R9)]?
coopss s pss o BB T

_ B |rts|  @s) ('5) (1) (R71)
= ﬁ,S*B BIS*B

B'RRBS (R R™5
prsp a

ﬁ/S*Bdl(R—l)lR—ld B
pS*p a

— 5/(R/)71R715

=§RR71s =

=0 (RR)"'§ =6'(S*)"1¢

asi

la igualdad se cumple si

20



RB = c¢R7%
R'RB = c¢R 'R

B o= e85t

por lo que
mﬁax(t%) = §S 5= T¢12,n—1

9 Regiones de Confianza para p

Las regiones de confianza son el equivalente multivariado a los inter-

valos de confianza univariados.

Sea X1, X9, X3, -, X,, una muestra aleatoria de vectores con dis-
tribucion Ng(u, ), buscamos una region (aleatoria) RC'(X1, Xo, X3, -+, X,,) C
R9 que satisfaga la siguiente propiedad:

PX17X2,X3,'~,X,L [,LL S RC(X17X2’X37... 7)(n)] = 1l—a

recordemos que el estadistico 72 cumple

PIT2<T3, 00 = PnX-p)s{X-p)<T3, .= 1-a

parece natural porponer la siguiente region

RC = {u (X —p)'S* (X —p) < T,127n_17a}

esta region conforma un elipsoide en R?.

10 Intervalos de Confianza Simultaneos

Sea X1,Xs5, X3, ,X,, una muestra aleatoria de vectores con dis-
tribucion Ny(p,X), con gy ¥ desconocidos, y tomemos una combi-
nacion lineal

Z; = B'X

asi Ziﬁ ~ Ni(B'p, 8'E8), y buscamos un intervalo de confianza
para

E(Zg)  =pEX)=5u=n3

el intervalo univariado es
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donde

S; — Z:L=1 (Zi_z)2

n—1

El intervalo de confianza verifica

P(’Y,BGICQ) 1-—a

Sin embargo, si interesa buscar intervalos de confianza para mas
de una combinacion lineal

E(Z5)  =BEX)=Fin="1"5

para ¢ € C' con #C > 1 y asegurarse que todos ellos satisfagan
simultaneamente la misma probabilidad de cobertura, es decir

P(NApelICh) = 1-—
(75 € 1C5) “
hay al menos dos alternativas

10.1 Metodo de Bonferroni (pocas combinaciones
lineales)

Supongamos que la cantidad de combinaciones es K = #C

P(NnALhelCy) = 1—P(UA~L¢ICE) >
(ieCVﬁG /3) (iEC’YB¢ ﬁ)—

> 1-Y P ¢ICh) =1-Ka
ieC

por lo que si disminuimos la probabilidad de no cobertura de « a
a/K garantizamos que

P(n~ALerlcy) > 1-
(iecry’ge 6) - @

el inconveniente de esta alternativa consiste en que es excesiva-
mente conservadora para cada intervalo individual, pues

P(’}/g GIC’g) = l—a/K

exige a los intervalos ser demasiado grandes.
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10.2 Metodo simultaneo (muchas combinaciones
lineales)

Vamos a demostrar que si definimos el intervalo

Za—
Icg = <7 : \/E(SZ)’Y) < Tc%,n—l,a)

cumple con

P( N velC3) = 1-—
(/BeRdW ) @

Demostracion:

Sy @< 2 -
P(BQMWGICB) = P<EQ@{ s, f\/m _

n(y - Zs)?
P (B%d {Sg < Tg,nfl,a =P mgx(t%) < T;,nfl,a =

=P (nX—p)'S (X —p) < Tf,n—l,a) = l-a

11 El test de Hotelling como Test de co-
ciente de MaximaVerosimilitud (sin de-
mostracion).

El estadistico de Hotelling tambien puede ser derivado del cociente de
Maxima Verosimilitud para el vector p de medias.

Sea X;p,Xs, X3, - ,X, una muestra aleatoria de vectores con
distribucion Ngy(u,X), con p y 3 desconocidos, y deseamos testear
H : p = pg versus K : u # g, por definicion el estadistico del
cociente de Maxima Verosimilitud es

max,, s L(X1, Xg, X3, -, X, 1, X)

CV(X1,X9,X3,- -, X,
(X1, X2, X3, -+, Xy) maxs, L(X1, Xg, X3, , Xy, tio, X)

Valores grandes del estadistico (mayores a 1) muestran evidencia
en contra de la hipotesis H y el test rechaza cuando el estadistico
satisface, para alguna constante K, debidamente elgida

CV(X17X2,X37"' »Xn) > Ka

Luego de algunos calculos puede verse que

CV(X1,X2, X35, ,X,) = g(n(X—p0)'S* (X = po)) = 9(T, 1)

donde ¢() es una funcion monotona creciente. Por lo tanto ambos
estadisticos, el de Hotelling y el de CV, son equivalentes.
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12 Analisis de Perfiles

El problema de manera formal puede plantearse del siguinte modo:

Si tenemos X1, X5, X3, --- , X,, una muestra aleatoria de vectores
con distribucion Ny(u, X)), donde p y ¥ son desconocidos, y deseamos
testear

Hy: Ap=b donde A € R¥*4 b e Rk y Rg(A) =k

es decir
Hy: ajp=bs
ap = b
asp = bs
ajpu = by
donde la matriz
a’1 e b1
a/’2. .. b2
A=laz... y el vector P = | b3

podemos realizar las siguientes transformaciones lineales a los vec-
tores originales

Y, =AX;...Y,; = AX,;... Y, = AX,,

asi Y; ~ Ni(Ap, AXA’) y la hipotesis a testear se convierte en
Hy :py = b con py = Ap, por lo que podemos usar el estadistico

T7,-1=n(Y =b)S;7 (Y —b)
12.1 Algunos ejemplos

13 Comparacion de dos muestras indepen-
dientes

Sea X1,Xo, X3, -+ ,X,, una muestra aleatoria de vectores con dis-
tribucion Ng(ux,Xx) v sea Y1,Y2,Ys, -+, Y, otra muestra aleato-
ria (independiente de la anterior) de vectores con distribucion Ng(py, Xy ),
con ux, [y, 2x y 2y desconocidos, y deseamos testear H : ux = uy
versus K : ux # py, una hipotesis mas general seria

Hy:px — py = b versus K : ux — gy # b con b conocido.

Hay que separar el problema en dos casos:
e Las matrices de covarianza coinciden (Xx = 3y ).

e Las matrices de covarianza son distintas (X x # Xy ).
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13.1 Igual matriz de covarianzas

Sea X, X5, X3, -+ ,X,, una muestra aleatoria de vectores con dis-
tribucion Ng(ux,X) y sea Y1,Y2,Ys, -+, Y, otra muestra aleatoria
(independiente de la anterior) de vectores con distribucion Ny(pvy, X),
con ux, iy v 2 desconocidos, y deseamos testear:

Hy:px —py =b versus K : ux — py # b con b conocido.

Los estimadores de maxima verosimilitud en este caso son

~ 777 Xi ~

,LLX = 7’;’; = X_

ﬂY — thl Yi — ?

$ I KR -X TR, (G-DY-Y) | @xtQv - Q
S n+m n+m n+m

un estimador insesgado de ¥ es

P KR XX, (G-DYG-Y) L QxtQy Q@

S* n+m-—2 n+m—2 n+m-—2

llamemos § = ux — py al parametro de interes
asi las hipotesis quedan

H:5=bversus K:J#b

un estimador del parametro de interes es d = jix — iy =X — Y
con esperanza y varianza

E@d) = 6=px—py
. b)) =
VARG = ==t
m n mn
asi, bajo H
mn .
— ~ N, %
TG b) ~ Na(0,%)
y

de esta forma, analogamente al caso de una sola muestra, puede
definirse el estadistico de Hotelling

mn s 1,2
T3ins = —o(§=D)'S" (5 —b) =

- [feme ] et )

m-+n m+n—2

2 2
y se rechaza H cuando Ty .\ o >T5, 1, o,
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13.2 Matrices de covarianzas distintas

Sea X, X5, X3, -+ ,X,, una muestra aleatoria de vectores con dis-
tribucion Ng(ux,Xx) vy sea Y1,Y2, Y3, -+ Y, otra muestra aleato-

ria (independiente de la anterior) de vectores con distribucion Ng(py, Xy ),
con ux, by, Lx y 2y desconocidos, y deseamos testear H : ux—py =

b versus K : ux — py # b con b conocido.

Este problema puede ser considerado como la version multivari-
ada del problema de Behrens-Fisher. Para un resumen de algunas
soluciones propuestas vease SOME ASPECTS OF MULTIVARIATE
BEHRENS-FISHER PROBLEM de Junyong Park y Bimal Sinha.
Proponemos, analogamente al caso de muestras con identica matriz
de varianzas y covarianzas, el estadistico

mn N rqx—1/%
Tim+n—2 = m—i—n((;ib)s 1(5*b):

e [

m-+n m-+n—2 m-+n
2 y
y se rechaza H cuando T, ., o > FTf,m,+n_2 (1 — «), siendo
Fra o, la funcion de distribucion de la variable aleatoria ij tn—2

bajo la ’hipotesis nula H. El punto de corte FTj (1—a) puede ser

+n—2
estimado mediante la tecnica de Bootstrap Parametrico (PB). Vease
A parametric bootstrap solution to the MANOVA under heteroscedas-

ticity de K. Krishnamoorthy y Fei Lu.

13.2.1 Comportamiento asintotico.

n
m—+n

Supongamos que — A, notemos que

E(S) = 0=px —py

asi bajo H

por otro lado

var(\[ 5 = () () -

TLEX mEy
= — A\ 1- My =%
m+n+m+n X+( ) Y

* m—1)S%+(n—1)S%
S = QxtQy — (DS A0Sy (1 - \)Ex + ATy
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sabemos que

mn a -
5—b)EH6—b)~ X3
a0 ~PETO=Db)~ X

entonces si A = %, de tal forma que A =1 — A, y bajo la hipotesis
H

_ mn N rQx—1/5% D 2
= MG bys G- 2

2
Td,m+n72

si queremos un estadistico con un comportamiento 'razonable’ para
cualquier A podriamos definir

§F = DBAM-DS w4 (1- M) Sy

de esta forma nos aseguramos que

mn
m-+mn

(6 —b)YST 15 —b) 22

14 Distancia de Mahalanobis

Sean X; € RY y X5 € RY dos observaciones multivariadas y ¥ una
matriz simetrica definida positiva (generalmente la matriz de varianzas-
covarianzas), se define la distancia de Mahalanobis entre X1 y Xo a

DMs(X1,X2) = (X3 —X3)271(X; —X5)

es equivalente a la distancia euclidea cuadrada de las observaciones
transformadas Z; = X"1/2X, e Zy = 2_1/2X2, es decir

DMs(X1,X2) = (X3 —X2)E'(X1—Xz) =
= (X3 - X)) V2u VX, - Xy) =

= (ZTV3(Xy - X2))(27V*(Xq — X3)) = D*(Z1, Z2)
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Distancia de Mahalanobis

14.1 Descomposicion de la Distancia de Mahalanobis
Let T2 be the Mahalanobis distance, the MYT decomposition is
T=TH T30 + T3 o+ Tipnas o+ Topnsa. poi

where the first and last term are

_2 -
o —7 2
(z1-77)2 2 @ T 12304, p—1)
2_ (e1-77 T
T = p/1,2,3,4,...,p—1— 2
1 52 P/1,2,3,4,...,p s
1 and p/1,2,3,4,+ ,p—1

We define the contribution of variable p to the distance as
Cp — T;/l,2,.;,:§,,”,pfl
because all terms are positive, the contribution satisfies

0<C, <1

From now on we will call

If in a certain day happens that 72 is big, and T§/1,2,3,47,..,p—1 is
close to 1, then the station/variable p is wrong, because

sz/ 4, is small

forall je {1,2,3,4,...,p—1}and A; € {1,2,3,4,...,5-1,j+1,...,p—1}
The p relevant decompositions are

D= T34 T3+ T+ Tongat+ -+ Tiinsa oy

2= T12+T32/1 + T42/1,3 + T52/1,3,4 +.o.F T22/1,3,4,...,p

T*= T12+T22/1 + T42/1,2 + T52/1,2,4 +o.F T32/1,2,4,...,p

2_ 2 2 2 2 2
e +T2/1 + T3/1,2 + T4/1,2,3 +...t Tp—1/1,2,374,..4,p—2,p

= T12+T22/1 + T32/1,2 + T42/1,2,3 +o.F T§/1,2,3,4,...,p71

28



14.2 Aplicacion a control de procesos

El control de procesos variable por variable no resulta

Control Univariado

15 Inferencia sobre Matrices de Covarianza
- Test de independencia por bloques

Sea X1,Xs9, X3, -, X, una muestra aleatoria de vectores con dis-
tribucion Ng(u, ), particionamos el vector X de la siguiente manera
X (1)
X = [ )
donde

por lo que
(1)
_ K
g [ p?) }
y
Y1 Y2
>y =
{ Yo1 Y22 }

La hipotesis que queremos testear es:
H, : independencia entre X(*) y X@) | es decir
Hy : ¥12 = X5 = 04, xd,
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15.1 Test del Cociente de Maxima Verosimilitud

Por definicion el estadistico del cociente de Maxima Verosimilitud es

CV(X17X2aX37"' aXn) =

max,, s L(X17X27X3a c 7Xn7:u7 E)

MAaX,, 5, pupses LX), -0 X g 347) LX)y, XD g, 5q9)

Recordemos que

1HL(X1,X27X37' o 7X7L7/~‘La E) = LL(X13X27X37' o 7X7L7u’2) =

= =5 m(2m) — §I(]3]) — 3 305, (XK — )57 (X — p)

el maximo de la log verosimilitud se obtiene tomando
n X;

= iznl =X
£ SRR g g

n

asi, el maximo es

d d
max LL(X1, X0, X3, X, 11, 2) = — L) — Zin(s)) - 28
5> 2 2 2
asi
maXL<XlaX2aX37"' ,Xn,,LL,E) = :C|S‘_%
“,
volviendo al estadistico
cls|”# C sl 1°¢
CV(X17X2aX3a"' 7Xn) = ,|LL ‘ —n |: | | :|
Cl |51| 2 CQ ‘SQ| 2 ClC? |Sl| |SQ|

EA |52|]’5
El

que es equivalente a

|S1][S2]
S|

CV(XDXQ?XS)'” aXn) -

este estadistico tiene una interpretacion interesante en terminos
de la varianza generalizada de los vectores, y el test rechaza si el
estadistico es lo suficientemente grande, es decir si

CV(X17X2aX37"‘ 7Xn) = |51|!S|'|S’2| > Ka
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con un poco mas de algebra matricial puede demostrarse que

|S1]1S2] — |Sa]

CV(X17X27X3;"' 7Xn) |S‘ - ’52/1|

donde

Say1 = Sz — 851577 S12

es un estimador de la matriz de covarianzas de la distribucion
condicional de X(® dado X,

Para llevar a cabo el test es conveniente utilizar la siguinte version
del estadistico

S| [Sa]

cv: = =
|S1]1S2]  |Sa]

bajo Hj el estadistico CV* sigue una distribucion U(ds,dq,n —
dy—1). Vease pagina 43 del libro Multivariate Observations (Seber).

15.2 Test derivado del principio de union e inter-
seccion

Definamos las siguintes variables aleatorias (unidimensionales)

U, = ax®

Vv, = b’X®
podemos pensar en la siguiente hipotesis unidimensional
Heap :p(Uq, Vi) = 0
es claro que la hipotesis
Hy : ¥12 = X5 = 04, xd,
es equivalente a

Hy : p(U,, Vy) = 0Va € R4 b € R%
esta correlacion (univariada) puede ser estimada por

Z;;1(Ua,i - Ua)(‘/b,i - V;))
[Z:‘L:l(Ua,i - Ua)2 ZZL:l (Vb,i - Vb)Q]

el test univariado rechaza cuando

ﬁ(Uaa%}) = [)a,b -

1/2

ﬁa,b > Ka

En cuanto a la hipotesis multivariada Hy : X123 = X5, = 04, xd, S€
rechaza cuando
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s, > K

a?
reemplazando los terminos univariados por los multivariados queda

Pap = >y Uai = Ua) (Vii = V3) ~
Pab = 7 _

[Z?:l(Ua,i - Ua)2 Z?=1(Vb,i - %)2]

ST (@XM — a’XW)(b'X3) — b X))

i=1

[Zn (alX(l) _ a/X(l))Q Z?:l(blx(Q) _ b/X(Z))Q]

i=1

/2

S a/(X(M - XWyxX®? - X@)p

[0 [ (X0 = X)) Y [b(XC) — X))

1/2

a'Qi12b
[(2'Q1,12) (b'Q0b)] "

a’Q1 b
[(a’Q1,12)(b'Q2,2b)]
de optimizacion de formas cuadraticas que, despues de algo de algebra,

queda

asi, la maximizacion de pgp = 7z €S un problema

~2
Suppa,b = 91
a,b

donde 64,05, - - - , 04 son los autovalores de la matriz Q2_21Q21Q1_11Q12,
por lo que el test se rechaza si

supp,, =61 > K,
a,b

la distribucion de #; no tiene expresion en forma cerrada. Cuan-

tiles utiles de la distribucion de supp? , = 6 se pueden encontrar en
a,b ’
el apendice D.14 de Multivariate Observations (Seber).

16 Componentes Principales (PCA)

16.1 Componentes Principales como metodo de capta-
cion de maxima variabilidad.

En este primer enfoque podemos pensar a Componentes Principales
como una tecnica que busca reexpresar un fenomeno en dimension
grande (d) en otro de dimension menor de modo tal de preservar
(captar) la mayor variabilidad (informacion) posible.

Sea X1, X5, X3, -+, X, una muestra aleatoria de vectores en R?,
con E(X)=py VAR(X) = ¥ que por simplicidad de exposicion
supondremos conocidos. Sin perdida de generalidad supondremos que
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w = 0, y tomemos k combinaciones lineales arbitrarias que llamaremos
componentes

Y]_ = a’IX
Y2 = a/2X
Yk = ai(X

que pueden calcularse matricialmente asi

Y = XA

donde A es la matriz formada por los vectores columnas a; . .. ag.
De esta forma convertimos la muestra original de n vectores en R? en
otra muestra de n vectores en Rk,i.e. Y:,Y2, Y5, - Y,

Pofriamos definir a estas componentes con la finalidad de maxi-
mizar la varianza (univariada) de cada una de ellas, asi

a; = argmazVAR(a'X)
llall=1
as = argmar VAR(a'X)

llall=1y a’2a;=0

ag = argmazx VAR(a'X)

llal|=1, a’Sa1=0y a’Taz;=0

a, = argmaz VAR(a'X)

llal|=1, a’3a1=0, a’Ya2=0 ... a’Sar_1=0

las restricciones a'Xa; corresponden a pedir que COV(Y,Y;) =
COV(a'X,a;X) = a’¥a; = 0. Bajo normalidad esta restriccion im-
plicaria independencia (de las componentes). Claramente si la matriz
Y = cl; (para algun c¢) la restriccion equivale a pedir ortogonalidad
entre las combinaciones.

Podemos reescribir el problema asi

a; = argmaza'Xa
llall=1
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argmar a'Xa
la]l=1y a’2Za1=0

az

ag = argmax a’Ya
lal|l=1, a’Ya1=0y a’Sas=0

ay = argmax a'Ya
lall=1,a’2a1=0,a’Xa>=0 ... a’Zar_1=0

Asi, siendo A1 > Ay > A3 > ... > A4 los d autovalores positivos de

Yy ty,ta,t3,...,tq sus d correspondientes autovectores, veremos que
t1 = argmax a’Ya
lall=1
Demostracion:

Tomemos una forma cuadratica arbitraria a’¥a y veamos que su
valor esta acotado superiormente por t1'3t; = \;.
Veamos primero que t1'3Xt; = \;

t1' St =t/ Aty = Mttt =\ ||7f1||2 = N

Ahora veamos que a’Ya < \; para cualquioer a. Los autovec-
tores forman una base, por lo que el vector a puede escribirse, para d
escalares convenientemente elegidos y; . .. yq, asi

d d "/od
a = ZYiti = ||a||* = Zym ZYiti
i=1 i=1 i=1

- () (Se)

d d
= D) yiyitits
i=1 j=1

d d d
= 2D ywmli=5)= ¥
i=1 j=1 j=1
asi, pedir [la]|* =1 = Z;‘l=1 yi=1

ahora
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d d d
= YN S ) Y =) v
i=1

i=1 i=1

Un resultado interesante a ser remarcado es el siguiente: Pedir
covarianza nula de las componentes Y; con Y; implica que a;;3a; = 0
pero como los vectores a; y a; resultan los autovectores t; y t; sucede
que a/iEaj = t/iEtj = t/i)\jtj = /\jt‘gt_j entonces a/iEaj = 0 debido a
que t/itj = 0.

Veamos ahora que lo mismo ocurre para el autovector k-esimo, es
decir que si imponemos las restricciones

a'¥ty = 0=a't; =0
a'Yt, = 0= a't, =0
a’Etk_l = 0= a’tk_l =0
entonces
tk = argmaxa’Xa

llall=1

primero veamos que las anteriores restricciones imponen al vector
la condicion de generarse solo en terminos de los autovectores ty . . .tq

/

d
a’tj =0 & (Z yiti> t; =0 &
=1
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d
2
& E yitit;=0 < y; [|t;]I” + g yitit;j=0 = y; =0
i=1 1#£]

y esto se cumple para 1 < j < k — 1, asi

veamos

d d d
= ZyziAi < Zyzi)\k =M Zyzi = Ak
i—1

i=k i=k

Resumiendo, las componentes principales resultan ser

Y, = t|X
Y, = t,X
Y = X

cada una de las cuales es una variable aleatoria (unidimensional)
con varianza

VAR(Y:) =VAR (t{X)=t/3t; =X\

36



VAR(Y;) =VAR (t5X) =1t53t = Xy

VAR(Yk) =VAR (ti(X) = t;Etk = A\

VAR(Y;) =VAR (t4X)=t,Sty = \g

y con covarianzas nulas, es decir COV(Y};,Y;) = 0 para i # j.
Resulta de importancia el siguiente cociente

k
DY
Proporcion de varianzas(k) = %
27,21 )\l

es claro que

T N
0 ¢ =t
y nos gustaria hallar un valor pequenio de k (i.e. k = 2) que
de una proporcion de varianzas alta (i.e. > 0.8). De ocurrir esto, y
recordando el Teorema de la Descomposicion Espectral tenemos

d k
S=TAT =) Atit] ~ > Atit]
=1 i=1

De esta forma, la Proporcion de varianzas antes definida puede ser
considerada tanto como:

e La proporcion de de las sumas de las varianzas retenidas por las
primeras k componentes principales. Esto solo involucra a las
varianzas.

e Labondad de aproximacion de la matriz de varianzas-covarianzas
producida por los k autovectores principales. Esto ultimo in-
volucra a las covarianzas.

Dado que usualmente la matriz ¥ es desconocida, las componentes
principales se definen en funcion de una estimacion de la misma X =
S*. De esta manera todas las propiedades relacionadas con varianzas
y covarianzas se cumplen a nivel muestral (no necesariamente pobla-
cional).
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16.2 Algunas propiedades necesarias

Propiedad 1: Sea L C R? un subespacio de dimension k, sea {Cy,Cy, -+, Cy}
una base ortonormal de L y formemos la matriz C' = [Cq,Co,--- ,Cy] €
R¥** Se cumple lo siguiente:

P(X,L) = CC'X
es decir, la proteccion del vector X sobre el subespacio L esta dada
por CC'X.
Demostracion:
Alcanza con probar
1. PX,L)e L

2. X-P(X,L) L L

Empecemos por el punto 2 y veamos que X — P(X, L) es ortogonal a
todos los vectores que conforman la base de L

C'(X-P(X,L)) = C'(X-CC'X)=C'X-C'CC'X=C'X-C'X=0

para el punto 1 veamos que P(X, L) es una combinacion lineal de
los vectores que conforman la base de L

k
P(X,L) = CC'X=CU=)_ Ciu
i=1
Propiedad 2: Sea la matriz Q € R¥*? y la matriz C € R?***, con
k < d, tal que C'C = I. Se cumple lo siguiente:

k k
D AC'RC) <D X(@)
i=1 i=1

Demostracion:

Sean A1 > Ay > A3 < ... > Ay los d autovalores positivos de @
y bi,bs,bs, ..., by sus d correspondientes autovectores, armemos la
matriz B

B = [by,by,bs, -+, by| € R¥*4

que cumple B’'B = BB’ = I; por ser ortogonal, y por la descom-
posicion espectral

Q = BAB
con
A0 0 0
0 A
A = 0 0 As
0 Ad
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asi

C'QC = C'BAB'C=D'AD

llamando D € R%** a la matriz B'C, siendo ademas que la matriz
D'AD es simetrica, vemos que

k
> x(C'QC) = Tr(C'QC)=Tr(D'AD) =
i=1

por definicion de traza y llamando E = {e;;} = D’AD = (A'/2D)(A'/?D) =
H'H

k d k d
=D e =L Xl *ZZAJ HEDIRD DI
i=1 Jj=1

i=1 j=1 j=1 i=1

= Zf:l)‘jfj+zzl:k+1 j <Z)‘ fJ+)‘k Z fJ_

j=k+1

k d k
=S NN DL =D 6] = SN+ (k_2§:1 fj) =
j=1 j=1 j=1

x>
x>

S+ (S 1= ) SE MU =30

i=1 j=1

faltaba ver que Z?Zl fi=k

d d k
ij = ZZ 'D) =Tr(C'BB'C) = Tr(C'C) = Tr(I})

16.3 Componentes Principales como una tecnica
de proyeccion ortogonal

Demostraremos que Componentes Principales puede ser visto como
una tecnica para hallar un subespacio de dimension pequenia (ideal-
mente de dimension no mayor a 2) que se halle suficientemente cerca
de las observaciones (o de los vectores aleatorios).

Dado un vector aleatorio X € R? con E(X) =0y VAR(X) =X
buscamos un subespacio L de dimension k < d que cumpla con la
siguiente propiedad:

min B (||x ~ P(X, L)||2)

donde por P(X, L) se entiende la proyeccion ortogonal del vector
X en el subespacio L.
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Por ortogonalidad

IX-PX, D> = |X|*~[|PX,L)|

asi que basta com buscar L que satisfaga

maz  E (HP(X,L)||2)

podemos escribir la matriz de proyeccion H € R4*4

transformacion lineal

como una

P(X,L) = HX

donde la matriz H por ser de proyeccion debe ser simetrica, idem-
potente y de rango k, podemos descomponer la matriz de proyaccion
asi

H = oC'

R?** posee rango k y cumple ademas que C'C' = I,.

2
|

la matriz C' €

Veamos primero una cota superior para £ <||P(X, L) ), de modo tal

de saber que tan bien el subespacio (deterministico) L puede aproxi-
mar al vector aleatorio X.

E(IPX L) = E(IHXIP) = E (HX)' (HX)) =
= E(X'H'HX)=E(X'HX) = E(X'CC'X) =
E(Tr(X'CC'X)) = E (Tr (c’xx’c)) = Tr (E (C'XX’C)) -

k k
= Tr(C'E(XX')C)=Tr(C'SC) =Y N(C'EC) <> Ni(D)

i=1 i=1

esta ultima acotacion la hemos probado en la seccion anterior.

Veamos ahora que si tomamos como generadores del subespacio
L a los autovectores asociados a los k& mayores autovalores de 3
(lamemos L* a este subespacio) alcanzamos la cota y por ende satis-

face la propiedad buscada (mga:E (||P(X7 L)H2)) Asi, sea

Tk = [t17t27t37"' atk] GRka

la matriz cuyas columnas son los autovectores citaos y
L* = <t17t2at37"' 7tk>
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el espacio generado, siendo la proyeccion del vector X

P(X,L*) = TIX

la esperanza de la norma cuadrada de la proyeccion es
E(IPXLP) = E(ILGXI*) = B (HX) (TI1X)) =

= EBE(X'TYT\T,TX) =E(X'T\.T|X)=

E(Tr(X'T,TIX)) = E (Tr (Tk’XX/Tk)) =Ty (E (Tk’XX'Tk)) -
k
= Tr(T,E(XX')T}) = Tr (TiSTs) = Y N(T{Ty)
i=1

recordando que

Y = TAT = TXT, = T, TAT'T), = Ay,

siendo Ay, € R¥*¥ la matriz diagonal de los primeros k autovalores
de X. De esta forma

k k
* 2
E(IPLOIP) = Yo A(h) = YA
i=1 i=1
es decir que alcanza la cota superior y por ende es el maximo.

Calculemos por ultimo el valor esperado de la norma cuadrada de
la diferencia entre el vector X y su proyeccion

E(IX-PX.L)F) = E(IXIP - IPX, L)) = B (I1X]*) - i A
calculando .
E (HXHQ) = E(X'X)=Tr(E(X'X)) = E(Tr(X'X)) = E (Tr (XX')) =
= Tr(E(XX)) =Tr(%) = i)i
resultando .

d d
E(IX=PX, L) = S A=Y A=Y A
i=1 i=1 i=k+1
Seria deseable que exista un k chico, mucho mas pequenio que

d, que tenga una distancia esperada pequena entre el vector X y su
proyeccion.
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16.4 Componentes Principales como metodo para
resumir (comprimir) informacion.

Tenemos un vector X de dimension d y queremos reemplazrlo por otro
vector Y de dimension mas pequenia (k) de modo tal que la perdida
de informacion sea la menor posible. En terminos formales:

Dado un vector aleatorio X € R? con E(X) =0y VAR(X) =X
buscamos una funcion h h : R¥ — R? lineal y una funcion ¢ de
reduccion de dimension g : R — RF que cumplan con la siguiente
propiedad:

min (X~ h(g(x)))

cuando H = {h(y) = Ay}, con A € R¥>** ¢ y € R¥, es la clase
de funciones lineales, la solucion al problema son las componentes
principales.

Demostracion:

Dados X € R y A € R™* para todo y € RF se cumple que

2 2
X —Ay|” = [[X—=P(La,X))]|
donde L 4 es el subespacio generado por las columnas de la matriz

A, de esta forma

E(X-AgX)|*) > E(IX - P(La,X))|I*) > E(|X - P(L*,X))|*) =

= E(|X - TTiX|%)

donde la ultima desigualdad fue demostrada en la seccion anterior.
Asi el minimo se alcanza en

h(y) = Ty

16.5 El espacio de las Componentes Principales.

Hemos visto, siguiendo los enfoques anteriores, que de ser posible,
puede representarse una parte importante de la informacion en un
subespacio de dimension menor al original. Parece razonable expresar
las observaciones originales (de dimension d) en las k coordenadas
sugeridas por el metodo de PCA. Asi definamos

Y = T;X

este vector Y pertenece a un espacio mas chico (R*) y puede rep-
resentarse con tan solo k coordendas. Una propiedad importante que
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posee esta representacion es la de preservar las distancias del espacio
original. Mas especificamente:

d(P(X1,L*), P(X2,L"))? = |P(Xy1,L*) — P(X2, L")|* =
= |TTX: - T Xs||” = |ThT; (X1 — X2)|* =
= (LT}, (X1 — X)) (T} (X1 — X3)) =
= (X1 = Xo) I (X1~ Xa) =
= (X1—Xo)'TWT} (X1 —X2) =
= (TiXy — T{X2) (X1 ~ T{X2) =
= ||T|Xy - T|Xa|> =

= [Yi-Y2|? =d(Y1,Y2)?

16.6 Las Componentes Principales desde una per-
spectiva geometrica de Rotacion-Reflexion y
Truncamiento del espacio original.

Por ultimo las componentes principales pueden ser vistas como el
resultado de una rotacion-reflexion del espacio original, seguida de un
truncamiento (reduccion de dimension) de los ejes rotados de menor
varianza. Sea

Z = TX

veamos que el vector Z € RY es el resultado de rotar o reflejar
(transformacion rigida o isometria) al vector X de modo tal de alinear
las direcciones principales con los ejes canonicos. La matriz T, que
define una tranformacion lineal de R? en R?, induce una rotacion o
reflexion pues es una matriz ortogonal de determinante de modulo
uno (|T]=10|T|=-1). A su vez,

1 - 00 --- 0
Y = iX=|: - 0| T'X = [TexkOkxa—k]Z
0O --- 1.0 --- 0
Las coordenadas truncadas (de k + 1 a d) son las de menor var-
ianza en el espacio rotado. Se puede ver entonces que el vector de
las componentes principales resulta de rotar o reflejar en terminos

de las direcciones principales y truncar las direcciones no principales
(secundarias).
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16.7 Biplots

Un biplot es un grafico, generalmente bidimensional (k = 2), capaz de
representar con un cierto grado de aproximacion tanto a las observa-
ciones multidimensionales (dimension d mayor a 2) como asi tambien
a las d variables. Las observaciones se representan mediante puntos en
el grafico, mientras que las variables se representan mediante flechas.

16.7.1 Representacion de las n observaciones

Ya hemos visto que las primeras k componentes principales son

Y, = t)X
Yo = t,X
Y = X
es asi que la observacion i-esima puede representarse en R* medi-
ante las coordenadas (Y'q,Y5,...,Y}), con
Y] = t)X!
Y, = t,X
Yi = X

Esta representacion posee la ventaja de que pese a estar en una
dimension mas chica (k < d) preserva razonablemente bien las distan-
cias originales entre observaciones, pues como vimos anteriormente

d(X1,X5)? ~d(P(Xy,L*), P(Xs,L*)° = d(Y1,Y3)

donde X; y X5 son dos observaciones cualesquiera en el espacio
original.
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16.7.2 Representacion de las d variables

Definamos, para i = 1...d, al vector v; € R¥ del siguiente modo
VAt
V Aktik

donde ¢;; es el elemento correspondiente a la fila i-esima columna
j-esima de la matriz Ty = {t;;} € R¥*. Veremos que este vector v;
es una “buena representacion” k dimensional de la vairable (original)
i-esima. Es decir:

e El angulo formado entre los vecores v; y vk es una buena aprox-
imacion a la correlacion existente entre la variable ¢ y la variable

k.

e El modulo del vector v; es una buena aproximacion de la vari-
anza de la variable i-esima.

Recordando la descomposicion espectral y suponiendo que las primeras
k componentes explican una proporcion importante de la suma de var-
ianzas, tenemos

d k
S=TAT =) Atit] ~ > Atit]
=1 =1

la covarianza entre la variable i-esima y la variable j-esima se
puede escribir

k

d
oij = Z Antintjn = Z Antintjn = Z (\/ Ahh‘h) (\/ Ahtjh) =
h=1 h=1

h=1

e

ol
= ViVj

por lo que podemos aproximar la covarianza como

~ / .
Oi5 = ViVj

y la varianza de la variable i-esima como

o~ vivi = |vi|
pero por otro lado sabemos que

vivi = |l lIvjll cos(ei;)

donde «;; denota el angulo formado entre los vectores vi y vj. Por
lo tanto

/
V;iVj g

~ i
vill vl Vaiiv/as;

cos(a;j) = cor(x,; x;)
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16.7.3 Relacion entre observaciones y variables

Seria deseable que exista una relacion grafica entre observaciones y
variables, es decir, que aquellas observaciones “mas alineadas” a cier-
tas variables, reflejen valores importantes de esas observaciones en
esas variables. Mas especificamente nos gustaria que la proyeccion or-
togonal de una observacion (punto del biplot) en un vector (flecha del
biplot) sea una buena aproximacion del valor original que esa obser-
vacion tiene en la coordenada correspondiente de la variable original.

Tomemos una observacion cualquiera X en el espacio original (R?),
proyectemosla en el subespacio generado por las direcciones princi-
pales (P(X,L*)) y veamos como podemos expresar su coordenada
i-esima en funcion del vector Y (punto del biplot) y del vector v;
(flecha del biplot).

P(X,L*) = T, T[X=T,Y

llamemos P (X, L*)® a la coordenada i-esima del vector P(X, L*),
entonces

Y

. k k i VAL
P(X,L)' = ) tiyn=)_ v )\htihiﬁ =vi| 1 | =

h=1 h=1 h Y

VA

7

=i (4.7Y) = viv®

de esta manera

P(X,L*)" = viY® =|lvil|[|Y®|| cos(av,y=)

La felicidad no es completa ! Si en lugar del vector Y* tuviesemos
al vector Y, el biplot constituido con los puntos Y y las flechas v;
poseeria las siguientes propiedades:

e Las distancias entre obsvaciones en el espacio original se aprox-
iman por las distancias entre puntos del biplot.

e Las correlaciones entre variables se aproximan por los angulos
entre flechas del biplot.

e Las coordenadas de las observaciones en las variables originales
pueden aproximarse por la proyeccion de los puntos en Iss flechas
del biplot.

Dado que la relacion entre observaciones y variables se obtiene solo
con Y*® (y no con Y), se dispone de dos posibilidades:

e Realizar el biplot con Y*® y perder la interpretacion de distancias
entre observaciones.

e Realizar el biplot con Y y perder la relacion entre observaciones
y variables.
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Veamos por ultimo que la primer opcion (trabajar con Y#*) brinda,
sin embargo, una interpretacion muy util en terminos de distancias
entre puntos, es decir, las distancias representadas en el biplot en-
tre los puntos Y*® aproximan a las distancias de Mahalanobis de las
observaciones originales. Veamos

d(Y5.Y3)" = |Y;-Y3°=
—1/2 12+ |17 1/2 —1/27 2 1/27 2
=AY A Y| = AT - AT | = (AT (X - Xa) | =
!
_ (A,;l/zT,;(xl_xz)) (A,;l/QT,g(xl_x2)) _
= (Xy = Xo) TehPAVPT (Xy - Xp) =

= (X1 —Xo) TiA ' T (X1 — X2) =

1 «««- 0 0 --- 0
y viendo que T,QT = e IR = [TkxkOkxd—x)
0O --- 1.0 --- 0

= Xy —Xo) T TITA ' T'T, T, (X1 — X2) =
= (Xq—X2) WY '\T T, (Xq — Xa) =
= (T}Xy — Th T} Xe) S (T T Xy — T Tj X2) =
= (P(X1,L*) = P(X2,L*))' 57! (P(X1,L7) = P(X2, L") =

= DMy, (P(Xi,L*),P(X3,L*))

17 Ejercicio de Componentes Principales

Basado en el conjunto de datos “crimen.csv”, que contiene informacion
de tasas delictivas, para cada uno de los estados de USA, medidas en
un periodo de tiempo, se pide realizar un Analisis de Componentes
Principales del mismo.

Los datos conforman una matriz de 50 filas (estados) y 9 columnas
(variables). Las variables se detallan a continuacion:

e STATEN: Nombre del estado de EEUU.
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STATE: ID del estado de EEUU.

MURDER: Tasa de asesinatos por cada 100000 habitantes.
RAPE: Tasa de violaciones por cada 100000 habitantes.
ROBBERY: Tasa de robos por cada 100000 habitantes.

ASSAULT: Tasa de ataques violentos por cada 100000 habi-
tantes.

BURGLARY: Tasa de robo de casas por cada 100000 habitantes.
LARCENY: Tasa de hurtos por cada 100000 habitantes.

AUTO: Tasa de robo de automotores por cada 100000 habi-
tantes.

Se solicita realizar las siguientes consignas:

1.
2.

18

Calcular la matriz de covarianzas.

Calcular los autovectores (e interpretar) de la matriz de covari-
anzas.

Calcular los autovalores (e interpretar) de la matriz de covari-
anzas.

Calcular las proyecciones de las 50 observaciones (estados) en el
espacio generado por las primras dos direcciones principales.

Calcular las coordenadass (scores) de las 50 observaciones (es-
tados) de las primeras dos direcciones principales.

Elegir una cantidad conveniente de factores (k = 2) y realizar
dos Biplots, uno con las observaciones estandarizadas y el otro
con las observaciones sin estandarizar. Interpretar el mismo y
confrontar con los datos originales.

Evaluar, desde el punto de vista matricial, la aproximacion que
se produce con las primeras dos direcciones principales. Es la
bondad de la aproximacion uniforme ?

Calcular la matriz de correlaciones y repetir el analisis anterior.

Comparar el analisis basado en la matriz de covarianzas con el
de la matriz de correlaciones. Cual le parece mas razonable y
por que 7

La Descomposicion en Valores Singu-
lares (SVD)

Habiendo visto previamente la descomposicion espectral, la Descom-
posicion en Valores Singulares puede ser considerada como una gener-
alizacion de la primera. La SVD posee la ventaja de poder relacionar
dos conjuntos de variables (X e Y) mediante la factorizacion de la
matriz de covarianzas COV (X,Y).
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18.1 Teorema de la Descomposicion en Valores Sin-
gulares

Sea la matriz M € R™*P  que sin perdida de generalidad supondremos
que satisface n > p. La misma puede ser factorizada de la siguiente
manera

M = UAV'

donde, U € R™*™ es una matriz ortogonal, A € R"*? es una matriz
diagonal y V' € RP*P es una matriz ortogonal.

La matriz U es una matriz ortogonal de rango n conformada por
vectores columna que reciben el nombre de Vectores Singulares a
Izquierda

U = [u17u2au37"' aun] eRan

que cumple U'U = UU’ = I,, por ser ortogonal.

La matriz V' es tambien una matriz ortogonal de rango p confor-
mada por vectores columna que reciben el nombre de Vectores Singu-
lares a Derecha

X
VvV = [Vl,Vg,Vg,"',Vp]ERp P

que cumple V'V = VV’ = [, por ser ortogonal.
La matriz A es una matriz diagonal con elementos no negativos
AL > A2 > A3 > ... >\, >0, llamados Valores Singulares

MO0 0
0o
A= 10 0 X
0
0 0

18.2 Algunas propiedades importantes de la SVD

18.2.1 La SVD como metodo de maximizacion de formas
bilineales

Sea la matriz M € R"*P con n > p, y la SVD de la misma

M = UAV’
donde, U € R™*™ es una matriz ortogonal, A € R™*P es una matriz

diagonal y V € RP*P es una matriz ortogonal. Puede demostrrse que

(ug,vy) = argmar wMv con uy’Mvi;=\
lull=1y [|v|=1

(ug,va) = argmazx u'Mv con upx’Mvs =)\

full=1, |vl=1, ww=0y V'vi =0
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— ' ' —
(up,vp) = argmax / uMv con up'Mvp=2A\,
lull=1, vll=1, ww=0y v'v;=0

parai=1,2,...p— 1.

Asi los valores singulares Ay > Ao > A3 > ... > A4 son los val-
ores maximos de las formas bilineales y estos maximos se obtienen
evaluando la forma en los vectores singulares uj,uz,us, - ,u, y
Vi1,V2,V3, -, V.

18.2.2 La SVD como metodo de aproximacion de matrices

Dada la matriz no necesariamente simetrica M € R™*P de rango p,
con n > p,y la SVD de la misma

M = UAV’

puede demostrarse que la matriz C' de rango & < p que mejor
aproxima a M es

k p

/ !

C= E Awv; = M = E AiUiv;
i—1 i=1

Mas especificamente

c = argmin |[|[A— M| g
A:rango(A)=k

donde |||z denota la norma Frobenius, es decir

(aij — mq;)?
1

|A=M|p =

n p

7

17

con A={a;;} y M ={my;}.

18.3 Ejercicio teorico basado en la Descomposicion
en Valores Singulares

Sean dos vetores aleatorios X = [z1,Z2,...,Zn] € Y = [Y1, Y2, -, Up),
usando la Descomposicion en Valores Singulares, caracterice y de-
scriba la relacion entre X e Y.

Sugerencia: Inspirese en el analisis realizado bajo la tecnica de
Componentes Principales.
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19 Nociones de Varianzas Generalizadas

19.1 La traza dela matriz de Varianzas-Covarianzas

Una nocion razonable de variabilidad generalizada empirico es la de
calcular un promedio muestral de las distancias euclideas cuadradas
al centro.

I~ o o
= - XiaX
v n;d( )

que por ser un escalar

= % Z Tr ((X; — X)'(X; — X))
= Iy -xy)

19.2 El determinante de la matriz de Varianzas-
Covarianzas

20 Teoria estadistica de la decision

La Teoria Estadistica de la deision es un enfoque general que per-
mite pensar a los metodos de regresion y de clasificacion en un mismo
marco. Empecemos con una variable “a ser explicada” (V') cuantita-
tiva.

20.1 Variable Y continua

Sea un vector aleatorio X € R? de variables explicativas, y sea Y € R
la variable “a ser explicada”. La funcion de densidad conjunta de X
eY es f(X,Y). Buscamos una funcion g(X) que prediga a Y dado
un valor de X = x. Necesitamos definir una funcion de perdida que
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mida la distancia de g(X) a Y de modo tal de penalizar los errores de
prediccion

LY, 9(X))

siendo la funcion de perdida clasica la funcion de perdida cuadrat-
ica

L(Y,9(X)) = [V —g(X)*

Un critrio razonable para elegir la funcion g es pedir minimizar
el valor esperado de la funcion de perdida, es decir, el error esperado
de prediccion es en este caso el Error Cuadratico de Prediccion de la
funcion g

ECP(g) = E(L(Y,9(X))) = E[Y —g(X))* :/[Y —g(X)* f(X,Y) =

= BExEy/x([Y — 9(X)]*| X)

como en la practica el vector X esta fijo (X = x), tiene sentido
condicionar a X, por lo que la funcion buscada §(X) es la que mini-
miza, para cada x, la esperanza en Y (dado X = x)

§(x) = argminBy x([Y — 0]2 | X =x)

y el valor ¢ que satisface esto es la esperanza condicional

9(x) = By (Y] X =x)

pues la esperanza condicional es el valor que minimiza el error
cuadratico esperado. A esta funcion se la denomina genericamente
Funcion de Regresion.

20.2 Variable Y categorica

Supondremos ahora que la variable Y puede tomar los valores Y =
1,2,...,k, es decir, existen k poblaciones a las que pueden pertenecer
las observaciones. Asi las funciones predictoras f : R — {1,2,... k}
toman valores enteros. En este caso la funcion de densidad conjunta
del vector X e Y es

FXY)=Pr(X=xY =i)=Pr(X=x]Y =)Pr(Y =i) = £;(X)m;

coni € {1,2,...,k} ,donde

fi(X) es la funcion de densidad de las variables explicativas de la
poblacion i-esima.

m; la probabilidad, a priori, que un elemento pertenezca a la pobla-
cion i-esima.
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Hay que definir una funcion de perdida conveniente para este prob-
lema. En general podriamos pensar que si la funcion g predice el
verdadero valor de Y la perdida debiera ser 0, y el error para los de-
mas casos dependera del verdadero valor Y = ¢ y del valor predicho
g(X) = j. En los problemas de clasificacion a la funcion de perdida
se la conoce en general cmo funcion de costos C(.) (de mala clasifi-
cacion). Esta funcion es aleatoria, pues depende tanto del vector X
como de Y, asi definimos

k k
LY,9(X)) = 3 > CUIIY =DI(X € Ry)

Es fundamental notar que la sentencia g(X) = j es equivalente
a I(X € Rj) = 1, de esta manera la definicion de un metodo de
clasificacion (g(.)) establece una particion del espacio R? en k regiones
R = (R1, R, ..., Ry) tales que R? = UR con RiyNR; = O para i # j.

Calculemos ahora el error esperado de prediccion

k k
EP(g) = E(L(Y,9(X))) = E|> > CHNIY =i)I(XeR,;)| =
i=1 j=1
k k k k
> ZC(ju)E [I(Y =49)I(X € R})] = ZZ C(jli)PrY =i,X € Rj] =

M=
M-

@
Il

-
<
I

=

[ IS IX e RS Cllimfide= [ /ZIXER

xeR~ =1

donde hj;(x) = Zle C(jli)mifi(x) = 32;.; C(jli)m; fi(x) solo de-
pende de x. Es importante notar que el metodo de clasificacion se
halla determinado por la expresion I(X € Rj;), que define la parti-
cion. Por lo tanto

k
EP(9) =E(L(YV.gX) = [ .. [ Y 10X e Rhyix

Ahora vamos a ver que para encontrar la particion que minimice esta
expresion alcanza con elegir, para cada x, la region (j) que minimice
h;(x), es decir que la regla de clasificacion optima sera

X€ER; & hikx) = 16{71n2m k}hi(x)

recordando que
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> Cliymifi(x)
i#£]
que puede ser interpretado como el costo esperado de clasificar mal
en la poblacion j una obsrvacion con valores observados x.
Veamos que si elegimos las regiones (i.e. la particion) siguiendo la

regla anterior entonces el Error Esperado de Prediccion es minimo, o
sea

Regla = Min EP

Equivalentemente, basta con demostrar que si tomamos una particion
(que llamaremos P») que no minimiza el Error Esperao de Prediccion
entonces la regla anterior no se cumple, asi

Min EP = Regla

Supongamos que las densidades poblaciones f;(x) (parai=1... K)
son continuas, y sean dos metodos de clasificacion distintos ¢gP*() y
972 () que inducen respectivamente las particiones p; y pa. Y supong-
amos que EP (gP') < EP (gP?), es decir

/.../ir(xmgl h(x)dx = [ ... [H'(x)dx <
xer =1

x€eR

k
/;e.];{/;f(XeRj (dx—/ /H2

entonces, como las h;(x) son continuas (pues las f;(z) lo son),
existe una bola B.(xo) C R? que satisface

[ fons < [ [

xEB.(x0) x€Bc(x0)
por lo que debe existir un x; € Be(xp) que cumple H!(x1) <
H?(x1) o, lo que es lo mismo
hj(x1) < hje=(x1)
para algun par de regiones R?i y R?i* de las respectivas parti-

ciones. Lo cual muestra que para la particion (metodo) ps no se
cumple la regla.
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n,=0.5
n,=0.5
C(1/2)=2
C(2/1)=2

cp /ﬂ{é

I

De esta manera parece razonable asignar (clasificar) a una obser-
vacion con valores x en aquella poblacion que brinde el menor costo
esperado de mala clasificacion. Es importante notar que si disponemos
de un criterio (como el recien mencionado) para clasificar una obser-
vacion cualquiera (x) entonces se dispone de un metodo (general) de
clasificacion, es decir, de una particion del espacio de covariables.

20.2.1 Costos iguales de mala clasificacion

Veamos el caso particular en el que los costos de mala clasificacion son
iguales, es decir, sin importar de que poblacion venga la observacion
ni a que poblacion (erronea) se la asigne, el costo de mala clasificacion
es C(j/i) = c para todo i # j. Asi

hij(x) = Czﬂ'ifi(x)

i#]

y buscar el j que minimice h;(x) es equivalente a buscar el j que
maximice la expresion 7, f;(x) pues

k
enifi(x) = chfi(x) — hj(x) = ck — hj(x)

k . .
donde ), m; fi(x) = k es constante en j. Pero a su vez maxi-
mizar 7; f;(x) es equivalente a maximizar

m;f5(x)
k
>ic1 Tifi(x)
que recibe la denominacion de Clasificador de Bayes, pues clasifica

una observacion en aquela poblacion que maximiza la probabilidad a
posteriori de pertenencia.

= P(Y =jX=x)
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