1 Analisis Multivariado - Practica 1

1.1 Algebra de matrices
1. Probar que tr (A+ B) =tr (A) +tr (B) y tr (AB) = tr (BA).

2. Mostrar que los autovalores no nulos de AB coinciden con los de BA. (Si las matrices
son cuadradas, los nulos también coinciden).

3. Sea A una matriz simétrica de d x d.

(a) Probar que todos sus autovalores son reales. Si llamamos Ay > Ay > ... > M\ a
estos autovalores, mostrar que:

d
o [Al=1IN
=1
d
o T+Al=T[(1£N)
=1

(b) A>0& N\ >0 Vi

(c) A>0& A\ >0 Vi

(d) A>0y |A|£#0= A >0.
(e) A>0=A"1>0.

(f)

f) A > 0 & existe R € R¥™? no singular tal que A = RR' < existe una matriz
ortogonal B € R tal que si A = diag(\, Ay, ..., Ag) con \; > 0 Vi entonces
A = BAB' (es lo que se denomina descomposicion espectral de A).

C

e

(g) A > 0 de rango r & existe R € R de rango r tal que A = RR' & existe
una matriz ortogonal B € R tal que si A = diag(A1, Na, ..., Ag) con \; > 0 Vi
entonces A = BAB'.

4. Una matriz P de d x d se dice de proyeccidn si es simétrica e idempotente (es decir,
P? = P). Probar que:
(a) rg(P)=r< \=1parai=1,...,7ry \; =0parai =r+1,...,d. Entonces P =
T
> t;t} para ciertos t; ortonormales. ;Como queda la descomposicion espectral en

i=1
este caso?

(b) rg (P) =tr(P).
(¢) I — P también es de proyeccién. ;Qué rango tiene?;Sobre qué espacio proyecta?

5. Sea X de n x p y de rango p. Mostrar que P = X (X'X) ' X’ es una matriz de
proyeccion. jSobre qué espacio proyecta?



1.2 Esperanza, varianza y covarianza de vectores aleatorios

1. Si x e y son vectores aleatorios (no necesariamente de la misma dimensién) probar
que:

Cxy)=€(xy)-EX)EW).

C (Ax,By) = AC (x,y) B'.

Si

i a es un vector no aleatorio, D (x —a) = D (x).

(a)
(b)
(c)
(d) D (Ax) = AD (x) A",

2. Sea xy,...,X, una muestra de vectores aleatorios de dimension d (m.a.) con dispersién
Yy {aiticicn s {biti<ic, escalares no aleatorios. Mostrar que:

(b) C (Z a;X;, Z ijj) =0¢& Z a;b; = 0.
i=1 j=1

i=1
3. Six~ (u, )y A es simétrica, probar que & (x'Ax) = tr (AX) + /' Ap.

4. Sea x1,...,X, una m.a. (u, ). Mostrar que:

(@) £() = 1y D(X) = S/n.
(b) £(Q) = (n =1, con Q=3 x; ~ D, ~ %

1.3 Distribuciéon Normal Multivariada
1. (a) Sean y; ~ N4 (pi, ;) independientes (1 < i < n). Probar que

n n n 2 <. . . .,
Yo aiyi ~ Ng (D oy aitti, Y iy a7%;) . (Sugerencia: usar la distribucién normal
univariada).

(b) Sea xi,...,%, una m.a. Ng(0,%). Llamemos X' = (x;,...,x%,) € R¥",

i. Siaden X1 esun vector no aleatorio, entonces X'a ~ Ny (0, a|” ¥).

ii. Si{aj,...,a,} es un conjunto de vectores ortogonales no aleatorios, entonces
los vectores aleatorios u; = X'a; (1 <4 < r) son independientes.

iii. Si b de dx 1 es un vector no aleatorio, entonces Xb ~ N, (0, (b'Eb) I,,). En
particular, x) ~ N, (0,0;;1,,) , con & = (0y;).

Definicién: Si las variables aleatorias X, X, ..., X, son i.i.d. Ny (u;,0?), entonces

v=y

=1

es decir que la distribucién de la variable aleatoria U se denomina x? no central con pardmetro
2
. o n us
de centralidad 6 = )" | .



1. Consideremos x ~ Ny (1, X) .

(a) Probar que x'Y7'x ~ x2(8) con 6 = p/S .

b) Si B es simétrica de rango k y BY. es idempotente, probar que x'Bx ~ 2 (§) con
8O Ky Xk
0 = ' Bpu.

1.4 Distribuciéon Wishart

En los 4 ejercicios siguientes supondremos que W ~ W, (m, X)) .
1. Probar que & (W) = mX.

(a) Sibded x 1 esun vector de constantes, (b'Wb) / (b’Eh) ~ x2.
(b) En particular, si b = e; el vector candnico i-ésimo, resulta w;;/oj; ~ x2,.
2. Si C € R?? es una matriz no aleatoria de rango ¢, entonces CWC' ~ W, (m,CXC").

3. Si se parten las matrices W y X de la siguiente manera:
Wi Wi Y Yo
W = ¥ =
( Wo Wi ) ¥ Sor Yo
con Wiy y Y41 cuadradas y de la misma dimensién y si Y15 = O, entonces Wi, y Wy

tienen distribuciéon Wishart y son independientes. Hallar los parametros correspondi-
entes.

4. Si W,y W, son independientes y W; ~ W, (m;, X) , entonces Wi+Wy ~ Wy (my +mo, X) .



