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Descomposicion de valores singulares

Definicién. Sea A € R™*™ de rango r, se define la inversa
generalizada de A denotada por A~ como

AATA=A

Definicién. Sea A € R™*™M se define la norma de Frobenius de A
como

= /TR(ATA) =

[Allr =

con 5,-2 los autovalores no nulos de ATA.
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Descomposicion 1. Dada A € R™P, n > p, de rango r puede

expresarse como
A=UxXwW"

e U e R™" W & RP*P ortogonales, o sea,
uut =1,
WWT =1,
e ¥ c R™P una matriz formada por los Valores Singulares de A

(o sea, la raiz cuadrada de los autovalores de ATA) en su
diagonal principal ordenados de mayor a menor.
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Sean A\; > --- > A\, > 0 los autovalores no nulos de ATA € RP*P,
r < min(p, n) y sean 6; = \/Aj. Luego, si W = (wq, -+, wp),
w; € RP, U= (ug, - ,up), uj € R”,

r

T

A= E 5,‘U,'W,-
i=1

Los vectores {wy,--- ,wp} son los autovectores de ATA.

Como {Awj, - ,Aw,} son ortogonales y ||Aw;|| = /A; = §;,
podemos definir

U= AWJ'
J 5]

y completarla a una base ortonormal de R".

1<j<r

Es facil ver que con esta eleccion AW = UX
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Descomposicion 2
Dada A € R™P, n > p, de rango r puede expresarse como
A=LAW"

con L € R™P A € RP*P, V € RP*P,

e LTL =1,

e WI'W =1,

(] A:DIAG((Sl,...,(SP), 0p > >0, 2(5,+1 = :5p:0.
Las p columnas de L = (41,...,£,) son ortonormales y son los
autovectores de AAT asociados a los p mayores autovalores. Basta
tomar L = (uyg,--- ,up) = U, en la definicién 1
Las p columnas de W = (wy,...,w);) son los autovectores de

ATA asociados a los p mayores autovalores.
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Descomposicion 2

Sean
L, = (£1,...,£)
W, = (wig,...,w,)
A, = DI1AG(d1,...,0,)
entonces
ATA = waw’ ATAw; = 57w,
AAT = LAZLT AA"L; = 57¢;

A = LAW =) 54w
j=1
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Aproximacion en norma Frobenius

Sea A € R™P n> p, de rango r con descomposicién de valores
singulares
,
_ Do L
A= E 5jfjwj
j=1

Sea C = {C € R™P de rango s < r}, luego

r

mln HA C|2 = m|nzz aj — cj)? = Z (51-2 = ||A fA(S)H%

i=1 j=1 j=s+1
donde

s
A(s) = Zéjfjij
j=1



Descomposicion de valores singulares Biplot

Aproximacion en norma Frobenius

La bondad del ajuste dado por A, se mide por

> i IA—AGlE 5,07

p - - r
) L > 167

Lema. Si las filas de A suman 0 (A™1, = 0), entonces, A esla
matriz de rango s tal que la diferencia entre sus filas mejor
aproximan las diferencias entre las filas de A, es decir, si

Co ={C e R"™P C"1, =0}

n n

argmin Z Z llaj —ax —¢; — cel]? = A

Cely j=1 k=1

donde ai,...,a, son las filasde Ay cy,...,c, las de C.
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Sea A € R™P, n> p, de rango r con descomposicién de valores

singulares

Tenemos que

(ulﬂwl)

(u2, w2)

Formas bilineales

A= ZMW

Z&uj

argmax u'Aw
[Jul|=1,[w[=1
argmax u'Aw ,
lull=1, [lw||=1
uTu1:O,wTw1:0
T
argmax u Aw

u

lufl=1, lw[|=1

uy,=0,w'wy

=0,1<¢<j

quwl = (51

U;AWQ = (52

T L= 5.
u; Aw; = J;
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Factorizacion de Matrices

Sea A € R"*P n > p, de rango r entonces, A puede factorizarse

A = GH’
e G € R™" RANGO(G) = r,
G= : g € R"
gn

e H e RP*", RANGO(H) =r

H= . hjERr
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Factorizacion de Matrices

— oTh.
aj =gih;
Esta factorizacion asigna

e cadag;aunafilade Ay
e cada h; a una columna de A

Por lo tanto, si r = 2 podriamos plotear los n+ p vectores
{gi}1<i<n U {hj}1<j<p de dimensién 2 en lugar de las n filas de
dimensién p de la matriz A.

La descomposicién anterior no es nica.
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Existencia de una Factorizacion

Dada A € R™P, n > p, de rango r por la descomposicién de
valores singulares

r
A=LAOW =D gitw]
j=1

donde
ATAw; =0’w;  ATAW, =W, A2

e LYL, =1,, L, = (£1,...,£,) son los autovectores de AA™
asociados a los r autovalores no nulos (£; = Aw;/0;)

e W/W, =1,, W, = (wy,...,w,) son los autovectores de ATA
asociados a los r autovalores no nulos

e A, =DIAG(d1,...,0,), 01 > -+ >0, > 0.
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Existencia de una Factorizacién A = GH"

Tomando
G=1L, H=W.,A,
tenemos que A = GH™ donde G y H cumplen
a) HHT = ATA
b) GGT = A(ATA)" AT

La factorizacién A = GH" donde G y H cumplen a) y b) es dnica
salvo transformaciones ortogonales.

Estd claro que tambien podriamos haber elegido
G=LA" H=w,A?

La eleccién anterior corresponde a &« = 1y es la que usaremos para
el biplot.
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Biplot
Introducido por Gabriel (1971) un biplot es un grafico,
generalmente bidimensional (k = 2), capaz de representar con un
cierto grado de aproximacion tanto a las observaciones x; € RY,
d > 2, como a las d variables. Las observaciones se representan
mediante puntos en el grafico, mientras que las variables se
representan mediante flechas.

Sea x € R” tal que E(x) =0, VAR(x) = £ = TAl"
Sean

® A1 > .-+ > )\, los autovalores de X
® Yi;---,7p los autovectores de X asociados a Ay > -+ > Ap

M=) =1,
A = diag(A1,...,Ap)

p
x=p+ > v (x—p);
j=1
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Representacién de las n observaciones

. — AT
° v = 7j X
o v =(vi,...,v,)" = "x son las primeras r componentes
principales

Si H, el subespacio generado por ~vq,...,7,

do(x1,%2) & dp(m(x1, Hy ), 7(x2, Hy)) = dg(vi”,u87)
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Representacién de las n observaciones

Dada una muestra x1,...,x, yS=Q/(n—1) = FAT' donde

® Ay >--- > X, son los autovalores de S

® J1,...,7, los autovectores de S asociados a A > > /):p
° r:(:)\llv"'aﬁp)
e A= diag(Xl, . ,XP)

W =T (x —%) = (Vin,..., Vi)

dp(xi, %) & dp(m(xi, ), w(xj, Hy)) = d(@7,50)
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Representacién de las variables e individuos con n > p

A=X=G,H}
donde x; = x; — X. Luego, r = RANGO(A) =py AT1,=0.
Kl 3% ... XK
ATA=X"X =Q AA" = : S
Th TR . (Rl

. (512 =(n— 1)/)\\1 son los autovalores de A™A = (n —1)S
* 7; (autovectores de S) son Ios autovectores de ATA

e H,=FA=/(n_1FA"’

e Recordemos que Vi ; = 7; (x, —X), Gy, =Ly, = (l1,...,£p)

0 = X7,/8; = (- . Vnj)"/ <\/(n —1) \/XT)

son los autovectores de AAT, o sea, dan la relacién entre las
observaciones.
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Representacién de las variables e individuos

Luego, podemos escribir a X como

— 1 1 T T
X = G,H! = (n—1)2 G, {(n—l) QHP} _ GH

=1 1/2~ 31/2~ .
H = TA ()‘/ 7"?>‘P/7p)( :
hT

%

1 - 1 = 1 =

= V1.1 =—V1i2 ... = V1 =(p) T
)\1 El />\2 ’ />\p P 1/2 Vl

._.
<)
3 ...
H

n,p Vp

15 15
—F7—Vn.1 —F=Vh2 . =
Va v ! )
O sea, cada fila g; de G corresponde a un individuo y cada fila h;
de H a una variable

A~
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Representacion de las p variables

Recordemos que si v, = (72,1, --,7%,p)", la correlacién entre x;, la
coordenada j—ésima de x, y vy estd dada por

|
B Ry,
CORR(Xj, Vo) = Pxivy = Vej\| —
V gjj
Luego,
Pxjvt
h; = Vsjj
~T
pXJ',Vp

o sea, h;/,/sjj tiene por componentes las correlaciones estimadas
de la variable x; con los ejes v(P).
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Representacion de las p variables

Propiedad 1.
e El dngulo entre h; y h, es la correlacién entre las variables j y
k
o ||hj||? es la varianza muestral de la variable j, s;;
e La covarianza muestral entre las variables j y k es sy = thhk

o |lh; — hy||? es la varianza muestral de la diferencia entre las
variables j y k.
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Tenemos que G = (n — 1)% G,yH=(n- 1)_%Hp donde
a) HH? = ATA = XX = (n—1)S
b) G,G} = A(ATA)"AT = X)S~1X"/(n - 1)
Por lo tanto,
HH' =S  GG" =XS'X

de donde
Sik = h}hk

con lo cual se deduce la Propiedad 1. Por otra parte,
T 3Tq-13y
gig = X STX

lgi —gill*> = Xi—%)"S7'(xi —x;)

Problema: g; y h; son vectores de RP
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Problema: g; y h; son vectores de RP

Solucién: Aproximamos a

|>—n

~ ~1
X =(n—13 LAY = Z(n—lzj 75



Descomposicion de valores singulares Biplot

Problema: g; y h; son vectores de RP

Solucién: Aproximamos a

por
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Problema: g; y h; son vectores de RP

Solucién: Aproximamos a

~1/2~T ~L
X =(n— 1)} LAYF Z(n_1% 5
por
~1
X(r) = Z(n - 1 % 2 G,H;F
h(lr)T
~ ~1/2
H = A = :
hE)’)T
1= 1= 1=
5 VL - V1,2 ﬁvl r 1 ggf)T
G~n-DiL, = | 5 =AY
15 1S 1 (0T
\/; Vn,1 " Vn,2 \/X—r Vn,r Vp
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Luego, las filas hj(-r)

Propiedad 1.

de H, cumplen aproximadamente la
Basta observar que
p ~ ~ (
Sjik = E AmVjm Ykm = AmYjmYkm = h; i
m=1

Ademds, si ﬂ(x;,ﬁr)g es la coordenada ¢ de ﬂ(x;,ﬁ,),

~

7(xi, He)e = hgr) Tp1ac(Ag, . .. ,Xr)_% Vl(') = hgr)gfr)
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Biplot, h—Plot

En particular, si r =2, X ~ )~((2) = GyHJ

h(12) T
T1l/2~ T1/2A~ .
Hy = (>‘1/ 717>\2/ Vo) = :
h§32) I
L Vi1 L Vi, MOk
A1 A2 1) 1
G, = 5 | =A 5
1 v 1 v =) T
Xl Vn,1 /):2 Vn,2 Vp

u]

|
1
ul
!

DA
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Biplot, h—Plot
Se verifica que

e La representacion de los individuos como puntos en un plano

. . 2 .
mediante las filas g,( ) de G, equivale a proyectar las
observaciones en el plano de las dos primeras componentes

principales estandarizadas para que tengan varianza 1.
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Biplot, h—Plot
Se verifica que

e La representacion de los individuos como puntos en un plano
. . 2 .

mediante las filas g,( ) de G, equivale a proyectar las
observaciones en el plano de las dos primeras componentes

principales estandarizadas para que tengan varianza 1.

e Las distancias euclideas entre puntos del plano equivalen a las
distancias de Mahalanobis entre las observaciones originales.
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Biplot, h—Plot

Se verifica que

e La representacion de los individuos como puntos en un plano
. . 2 .

mediante las filas g,( ) de G, equivale a proyectar las
observaciones en el plano de las dos primeras componentes

principales estandarizadas para que tengan varianza 1.

e Las distancias euclideas entre puntos del plano equivalen a las
distancias de Mahalanobis entre las observaciones originales.

e La respresentacién de las variables mediante los vectores
hJ(.Z) € R? es tal que el dngulo entre vectores equivale
aproximadamente a la correlacién entre las variables y la
distancia al origen de los vectores es aproximadamente el
desvio estdndar de la variable asociada.



Biplot
h—plot

El plot de hj(-2) se llama el h—plot de S y una medida pérdida de

ajuste posible es
IS — HEOH@ T,

lo que lleva a la medida de bondad de ajuste
EPYERY

32
Jj= 1)‘1

P2

donde _1 )\J2 = TR(S?) = Dk sjzk.
Otra opcidn es tomar como medida de bondad del ajuste

2 =1— ||X—X(2)||127 _ A1+ Ao
. Pl _ At A
® 1X|12 PP
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Los Microtus multiplex son una familia de roedores presentes en Europa.
En este ejemplo se tomaron 43 especimenes y para cada uno se midieron

Ejemplo Microtus multiplex

8 variables

Ancho del molar superior izquierdo # 1 (0.001mm)
Ancho del molar superior izquierdo # 2 (0.001mm)
Ancho del molar superior izquierdo # 3 (0.001mm)
Largo de la fosa incisiva (0.001mm)

Largo del hueso palatal (0.001mm)

Largo del craneo (0.01mm)

Altura del craneo sobre bullae (0.01mm)

Ancho del crdneo a través del rostro (0.01mm)

obteniendose entonces vectores y; € R®. Se presentan los resultados
obtenidos con x; = y;/10.

Biplot

A = diag(1305.4337, 651.5147, 123.2253, 75.9081, 27.8237, 13.2150, 5.7182, 1.1248)



Descomposicion de valores singulares

Comp.2

Da un plot de hj(.z), 1 <j<8enrojoyde g,(.z), 1 < i <43 en negro. Los
dngulos entre vectores dan aproximadamente las correlaciones y las normas el
desvio estandar de la variable. Las distancias entre puntos representan la
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Comp.1

distancia de Mahalanobis entre las observaciones.

La bondad del ajuste medida por p> = 0.989803 o pfz) = 0.8879224 indica un

buen ajuste.
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